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第 一 章 Desargues 几何 与 Desargues 数 系 


1.1 常用 几何 的 Hilbert 公理 系统 


本 书 所 称 常 用 几何 ,也 就 是 通常 的 欧 几 里 得 几何 ， 

Hilbert 的 名 著 《 几 何 基 础 》 第 一 次 为 常用 几何 提出 了 一 个 完 
整 的 公理 系统 , 使 区 用 几何 从 此 有 了 一 个 真正 严实 的 基础 。 Hil- 
bet 的 公理 系统 以 一 些 不 必要 给 以 定义 的 基本 概念 作为 讨论 的 目 
标 ,这 些 基本 概念 分 成 两 类 一 一 基本 对 象 , 即 点 、 直 线 以 及 平面 ;这 
些 对 象 间 的 基本 关系 , 即 属 于 、 介 于 以 及 全 合 于 ,它们 服从 铬 干 公 
理 ， 并 作为 逻辑 推理 的 出 发 点 。 Hilbert 把 这 些 公理 分 成 了 五 大 
类 ,构成 了 足以 完全 地 刻 划 常用 几何 的 一 个 完备 的 公理 系统 。 这 
五 类 公理 的 名 称 如 下 : . 

HI 关联 公理 (从 属 公理 ) 

HI 次 序 公理 

HI 全 合 公理 

HIV 平行 公理 

HV 连续 公理 | 

Hilbert 的 主要 上 月 的 在 于 对 空间 直观 给 以 系统 的 逻辑 分 析 . 
为 此 ,他 详尽 地 探究 了 一 些 公理 之 间 的 逻辑 关系 ,并 提出 了 公理 独 
立 性 的 概念 。 但 实际 上 ，Hilbert 在 建立 他 的 公理 系统 时 并 没有 
真正 遵守 他 的 公理 独立 性 的 要 求 。 例如 第 二 类 次 序 公 理 HI 必 
须 依赖 第 一 类 关联 公理 HI 进行 表达 ,而 第 三 类 全 合 公 理 HII 又 
必须 依赖 第 一 类 与 第 二 类 的 公理 才能 表达 . 在 《几何 基础 》1399 
年 第 一 版 中 罗列 的 那些 公理 并 不 是 完全 独立 的 ， 有 些 公理 就 可 以 
从 其 它 公 理 推 导出 来 。 只 是 在 以 后 的 几 版 中 ，Hilbert 对 他 的 | 公 
理 系 统 作 了 某 些 修改 后 , 才 使 得 这 种 “多 余 ” 的 公理 不 再 出 现 . 为 
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此 使 某 些 公理 显得 很 不 自然 ， 而 且 某 些 直观 上 极为 显然 的 自明 之 
理 也 必须 从 公理 推导 出 来 ， 而 这 些 推导 往往 是 颇 为 闫 融 完 长 的 . 
我 们 认为 ,仅仅 为 了 减少 几 个 公理 而 过 分 追求 公理 的 独立 性 以 致 
策 米 整个 理论 的 简明 性 的 做 法 是 得 不 偿 失 的 , 是 不 足 取 的 : 对 于 
本 书 的 主题 ,几何 学 的 机 械 化 说 来 ,更 不 能 对 公理 之 间 的 独立 与 否 
拘泥 太 甚 . 

与 公理 化 的 思想 相反 ，Hilbert 的 原著 实质 上 已 蕴含 了 与 本 
蔬 主题 相符 的 几何 学 机 械 化 的 思想 与 方法 。 这 一 点 似乎 还 从 来 没 
有 人 了 明确 地 指出 过 , 甚至 Hilbert 本 人 对 此 是 否 有 明确 的 认识 也 
很 难说 。 本 章 以 及 第 二 、 三 章 中 , 我 们 将 说 明 Hilbert 一 书 在 几何 
学 机 械 化 方面 所 起 的 巨大 作用 . 

虽然 从 我 们 的 观点 与 目的 来 看 并 不 认为 Hilbert 的 公理 系统 
是 十 分 圆满 的 , 但 我 们 仍 将 依照 Hilbert 原著 第 八 版 中 修改 过 的 
公理 系统 罗列 于 下 ,以 作为 本 书 今后 讨论 的 依据 ， 同 时 ,为 了 简化 
我 们 的 讨论 ,罗列 的 公理 将 局 限于 平面 常用 几何 ， 因 此 ,其 基本 对 
象 只 有 两 种 , 即 点 与 直线 . 此 外 , 为 了 简化 语言 的 表达 , 若非 另 有 
说 明 , 凡 说 到 两 个 ,三 个 …… 点 或 直线 时 ,都 指 两 个 ,三 个 ……' 互 
不 相同 的 点 或 直线 ， 
HI 关联 公理 (从 属 公理 ) 

基本 关系 为 点 属于 直线 。 我们 也 沿用 习惯 用 语 , 例如 点 在 直 
线 上 ,直线 经 过 点 ,两 点 的 连 线 , 直 线 相交 于 一 点 等 等 ， 公 理 为 

1 对 任意 两 点 4 与 B, 恒 有 一 直线 a, 既 过 4 也 过 B。 

2 对 任意 两 点 4 与 B, 既 过 4 也 过 好 的 直线 最 多 只 有 一 条 . 

B ”一 直线 上 至 少 有 两 点 ,至少 有 三 个 点 不 在 同一 条 直线 上 

REN 和 1 了 2, 由 两 点 4, BR 所 唯一 确定 的 直线 记 为 AB. 两 
直线 lo h 相交 于 一 点 时 ,其 交点 记 为 LA 4 


HI 次 序 公理 
基本 关系 为 一 点 介 于 两 点 之 间 , 或 一 点 在 两 点 之 间 . 对 于 平面 
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的 情形 包括 Pasch 公理 等 四 条 。 依据 这 些 公理 可 以 定义 线 眉 、 庙 
线 或 半 直 线 、 折 线 、 角 ,又 可 推出 直线 上 一 点 分 隔 直线 成 两 侧 ,平面 
上 一 直线 分 隔 平面 成 丽 侧 ,以 及 一 角 或 一 多 边 形 分 隔 平面 成 内 、 外 
两 部 分 等 定理 。 较 详细 的 叙述 可 参阅 第 二 章 2.5 节 , 这 里 从 略 . 


HI 全 合 公 理 | 

基本 关系 为 线段 与 角 的 全 合 或 相等 ， 公 理 为 

IM 设 4, B 是 直线 a 上 的 两 点 ，4 是 另 一 直线 4 上 的 一 
点 , 则 在 a' RA 所 分 成 的 任 一 射线 上 , 恒 有 一 点 B ,使 线段 AB 
5 A'B 全 合 或 相等 , 记 作 

AB =A B 

112 若 两 线段 AB 5 4”"B8” 都 和 另 一 线 眉 48B 全 合 ， 则 
线段 AB 与 4 了 HER. 

13 设 两 线段 AB 5 BC 在 同一 直线 zs 上 :无 公共 点 ， 又 
设 两 线段 4'B' 与 BC 同 在 这 一 直线 * 上 或 同 在 另 一 直线 4 
ETARA. A 

AB = A'B’ BC=BC 
则 
AC=AlC 

14 AETA (h, k), -ERa 及 其 一 侧 , 又 设 
a 上 的 一 点 0' 及 其 所 分 成 两 射线 之 一 如， 则 必 恰 有 一 条 以 0' 为 
BAHR RK EAX KV) SAX, R 全 合 或 相等 ,而 且 使 
BC, kK) 的 内 部 在 a 的 给 定 的 一 侧 , 记 为 

| X(h,k)= Ch, ) 
又 每 一 个 角 和 它 自 己 全 合 , 即 
I(h,k)= X(h, k) 
III5 两 个 三 角形 人 A4BC 和 人 和 作 4'B'C', 车 有 下 列 全 合式 
AB = A'B’ AC=AC XBAC Œ= XB'A'C' 
则 也 恒 有 全 合式 
XABC = XA'B'C' 


从 这 些 公 理 以 及 HI 一 HII 可 以 定义 直角 与 垂直 ,线段 与 角 的 
移 置 ,线段 与 角 的 相 加 ,以 及 线段 长 短 与 角 的 大 小 的 比较 等 概念 . 

从 公理 HI 一 HIHI 可 以 证 明和 党 用 几何 中 那些 有 关 全 合 三 角形 
的 定理 ， 等 腰 三 角形 的 定理 , 垂 线 的 定理 ,以 及 平分 线段 与 平分 角 
的 定理 等 。 此 外 还 可 象 欧 几 里 得 k 几 何 原本 》 中 那样 证 明 一 些 不 等 
关系 的 定理 ,例如 三 角形 的 外 和 角 大 于 任 一 不 相 邻 的 内 角 , 以 及 三 角 
形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 等 。 根据 这 些 公 理 ，HI 一 HII 只 能 证 明 
三 角形 三 角 之 和 必 小 于 或 等 于 两 直角 ,但 不 能 证 明 必 等 于 两 直角 . 


HIV 平行 公理 
这 类 公理 只 有 一 条 , 即 所 谓 欧 几 里 得 公理 : 设 a 是 任 一 直线 ， 
4 是 不 在 a 上 的 任意 一 点 ， 则 至 多 有 一 条 直线 通过 4 而 不 与 a 相 


交 . 


根据 这 一 公理 以 及 前 述 的 全 合 等 公理 ， 即 可 以 知道 通过 4 而 
不 与 a 相交 的 直线 不 仅 至 多 有 一 条 ,而 且 恰 有 一 条 ,还 可 以 证 明 三 
和 角形 三 内 角 之 和 等 于 两 直角 等 一 类 定理 ， 

由 于 以 后 我 们 将 脱离 全 合 公 理 或 次 序 公理 来 进行 讨论 ， 因 而 
我 们 将 对 这 一 平行 公理 采取 一 种 加 强 的 形式 ,这 在 Hilbert 原 书 
中 记 为 平行 公理 IV*， 我 们 将 运 记 为 平行 公理 IVY， 述 之 如 下 : 

IV 设 “ 是 任 一 直线 ,4 是 不 在 * 上 的 任意 一 点 , 则 恰 有 一 条 
直线 通过 4 ,而 不 与 a HZ. 

称 两 条 不 相交 的 直线 u, b 互相 平行 , 记 作 

afb 

从 公理 IV 可 知 ,， 两 条 直线 都 与 第 三 条 直线 平行 时 , 这 两 条 直 

线 也 互相 平行 。 


HV 连续 公理 


不 需要 再 引进 新 的 基本 关系 ,公理 共有 两 条 : 
V1 (度量 公理 或 阿 基 米 德 公理 ) ZABMCD 是 两 条 任意 
线段 ， 从 点 4 起 始 通过 点 的 射线 上 必 有 这 样 的 有 限 个 点 : Ais 
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Ay Ans EIFRE AA, Aidas "> Anida WARE CD 
全 合 , 而 使 B 在 4 种 A, ZE. 

V2 (直线 完全 性 公理 ) 一 直线 上 的 点 所 成 的 点 集 在 保持 A 
线 上 的 次 序 ， 第 一 条 全 合 公 理 和 阿 基 米 德 公理 ( 即 公理 HL HI, 
HII1，HV1) 的 条 件 之 下 ,不 可 能 再 行 扩充 . 

以 上 五 类 定理 对 本 书 具有 特殊 意义 的 是 第 五 类 连续 公理 ， 它 
包括 两 条 公理 , 即 第 一 条 的 度量 公理 或 阿 基 米 德 公理 ,和 第 二 条 的 
直线 完全 性 公理 。 这 一 类 公理 讨论 直观 上 连续 的 性 质 , 其 作用 正 
如 Hilbert 原 书 所 说 ,第 一 条 公理 是 为 连续 的 要 求 作 准 备 , 而 第 二 
条 公理 则 与 其 它 公 理 一 起 , 是 为 了 完成 整个 公理 系统 。 Hilbert 还 
指出 ,在 他 的 《几何 基础 > 一 书 的 研究 中 ,主要 用 第 一 条 阿 基 米 德 公 
理 作 根据 ,而 普遍 地 不 假设 第 二 条 完全 性 公理 。 事实 上 ,在 Hilbert 
该 书 的 第 一 版 中 ， 第 五 类 连续 公理 只 包括 一 条 阿 基 米 德 公理 ， 只 
是 在 以 后 的 几 版 中 才 添 和 人 了 完全 性 公理 ， 这 一 完全 性 公理 的 添 人 
是 极为 生硬 的 ,目的 纯粹 是 为 了 壮 补 平面 或 空间 中 的 空隙 ,并 使 
所 讨论 的 几何 学 唯一 地 成 为 通常 的 那 种 欧 儿 里 得 几何 学 。 在 Hi- 
bet 全 书 的 讨论 中 , 不 仅 完全 性 公理 不 起 任何 作用 , ME Hilbert 
在 建立 他 的 有 关 几 何 学 的 重要 理论 时 也 避免 使 用 第 一 条 阿 基 米 德 
公理 。 因而 Hilbert 的 欧 几 里 得 几何 学 实质 上 是 一 种 非 阿 基 米 德 
的 几何 学 。 在 Rashevsky 关于 Hilbert 《几何 基 础 》 俄 文 版 的 序言 
中 ,对 此 曾 有 精 腑 的 论述 ， 

指出 这 一 点 对 于 本 书 所 阐述 的 几何 学 的 机 械 化 是 极为 重要 
的 。 首先 , 连续 公理 不 可 避免 地 要 涉及 直线 或 平面 上 所 有 点 或 无 
穷 多 个 点 的 集合 这 一 类 概念 。 另 一 方面 , 在 几何 学 的 任 一 公理 或 
定理 的 假设 与 终结 中 ,涉及 的 总 是 有 限 个 点 \ 直 线 或 圆 等 等 。 在 一 
个 证 明 过 程 中 ,也 无 非 是 通过 有 限 次 的 构造 性 的 步骤 , 友 次 应 用 公 
理 和 已 知 定理 于 这 些 有 限 多 个 点 直线 或 圆 上面 ,使 得 论证 得 以 从 
假设 到 达 终 结 。 所 谓 定 理 证 明 的 机 械 化 力 是 指 对 于 基 一 类 定理 证 
明 过 程 的 构造 性 步骤 可 以 通过 一 种 确定 的 机 械 方式 一 步 步 地 给 
出 ,并 足以 保证 在 有 限 步 最 之 后 ， 或 从 假设 到 达 终 结 ,或 指出 不 可 
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能 到 达 终 结 。 这 种 机 械 的 有 限 步骤 在 电子 计算 机 上 很 容易 实现 ， 
这 正 是 把 证 明 过 程 机 械 化 的 且 的 所 在 。 由 于 电子 计算 机 只 能 处 理 
有 限 的 事物 ， 所 以 定理 叙述 与 定理 证 明 的 有 限 性 也 就 成 为 能 利用 
计算 机 的 先决 条 件 。 Hilbert 在 《几何 基础 》 一 书 中 避 开 连续 公理 
来 发 展 几何 学 的 研究 方式 正好 为 几何 学 定理 证 明 的 机 械 化 以 及 使 
用 计算 机 进行 这 一 工作 排除 了 障碍 ， 为 其 成 功 提供 了 必需 的 先决 
条 件 . | 

事实 上 ，Hilbert 自己 就 已 给 出 了 关于 几何 定理 证 有 明 机 械 化 
的 具体 成 果 , 详 见 本 书 第 三 章 。Hilbert 从 他 的 公理 系统 出 发 ,不 假 
助 于 连续 公理 ,达到 了 某 种 程度 的 机 械 化 并 获得 了 具体 的 机 械 化 . 
他 的 方法 主要 在 于 通过 这 些 公理 引进 由 几何 所 确定 的 数 系统 ， 这 
一 过 程 可 以 称 为 几何 的 代数 化 .通过 这 种 直线 上 的 点 与 数 系统 的 
数 之 间 的 对 应 关系 可 以 引进 坐标 。 这 样 , 几何 的 定理 就 变 为 代数 
关系 式 之 间 的 定理 ,后 者 证 明 的 机 械 化 问题 表达 起 来 就 比较 明确 ， 
通常 也 易于 解决 。 这 些 代数 关系 式 或 者 是 坐标 间 的 多 项 式 等 式 ， 
或 者 是 多 项 式 不 等 式 。 后 者 反应 了 几何 中 的 某 种 次 序 关 系 。 但 
是 ,除了 平面 的 初等 几何 学 定理 以 外 ,一 般 说 来 真正 考虑 次 序 关系 
的 定理 是 不 多 见 的 。 此 外 , 我 们 的 机 械 化 证 明定 理 的 方法 在 处 理 
相当 于 多 项 式 等 式 关系 的 那 种 几何 定理 时 有 很 高 的 效率 ， 而 在 处 
理 多 项 式 不 等 式 关 系 时 则 要 复杂 困难 得 多 (这 是 指 计算 上 的 复杂 
度 与 可 行 性 ), 因此 , 在 理论 上 就 有 理由 避免 使 用 次 序 公 理 以 建立 
较 一 般 的 常用 几何 学 。 为 此 , 在 本 章 以 下 各 节 中 , 我 们 将 介绍 与 
Hilbert 公理 系统 稍 有 不 同 的 公理 系统 , 它 不 仅 避 免 使 用 连续 公 
理 , 也 不 利用 次 序 公理 。 在 此 公理 系统 上 我 们 将 建立 起 多 种 广义 
的 常用 几何 。 本 章 以 及 下 一 章 将 说 明 这 种 几何 如 何 从 公理 化 走向 
代数 化 与 坐标 化 ， 而 在 以 后 几 章 中 再 来 说 明 这 种 几何 定理 证 明 的 
机 械 化 问题 . | 
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在 下 面 所 考虑 的 (平面 ) 几 何 中 ，, 仍 以 点 与 直线 为 基本 对 象 , 点 
在 直线 上 的 关系 为 基本 关系 ,并 将 假定 Hilbert 的 关联 公理 HI 与 
平行 公理 HIV， 但 不 引进 任何 有 关 次 序 的 概念 , 更 不 假定 任何 次 
序 公 理 。 在 这 种 几何 中 ,线段 与 射线 等 词 是 没有 任何 意义 的 ,因而 
H 三 和 角形、 多边形 等 词 至 少 不 能 象 通 常 那 样 来 定义 。 尽管 如 此 ， 
我 们 仍 可 在 这 种 几何 中 以 另 一 种 方式 定义 三 角形 与 平行 四 边 形 的 
概念 如 下 。 注意 , 提 到 平行 直线 时 ,总 是 指 不 相交 也 不 相同 的 直 


图 1.1 

定义 1 依 一 定 次 序 排列 的 三 个 点 4,B, C; 如 果 彼 此 不 同 且 
不 在 一 直线 上 ,将 构成 一 个 三 角形 , 记 作 AABC. 这 时 A, B,C 
称 为 这 一 三 角形 的 顶点 ， 彼 此 的 
ÆR AB, AC, BC 称 为 三 角形 
的 边 。 对 于 两 个 三 角形 AABC 
与 人 A4'B'C' 来 说 ， 可 以 依照 它 
们 顶点 的 次 序 称 4, 4'; B, B' 
与 C,，C' 是 三 组 对 应 的 顶点 , 同 
样 称 AB, AB; AC, A C'HAR 
BC, BC 为 三 组 对 应 的 边 。 见 图 1.1. 

定义 2” 依 一 定 次 序 排列 的 四 个 点 4, B, C, D 将 构成 一 个 
平行 四 边 形 , 记 作 口 48CD， 如 果 这 四 点 彼此 不 同 , 也 没有 三 点 

a J à 


在 一 直线 上 ,而 且 A,B WER ABS C,D 的 连 线 CD 平行 ， 
A,D WER 4D 也 与 B，C 的 连 线 BC 平行 ， 即 AB/CD, 
ADN BC, 这 时 称 A, B,C,D% 口 4BCD 的 顶点 4，C 5B, 
D 各 为 一 对 对 顶点 ， 称 直线 AB, BC, CD, AD % DABCD 的 
u, 其 中 4B, CD 是 一 组 对 边 , AD, BC 是 另 一 组 对 边 . 又 4， 
C 的 连 线 AC 与 B, D RER BD 称 为 ABCD 的 对 角 线 . 
WE 1.2. 

从 两 点 4, B BR, 至 少 可 作出 一 平行 四 边 形 如 次 ， 由 公理 
HI, 在 直线 48 外 必 另 有 一 点 , 例如 CcC. 依 公 理 HIV 可 过 B 作 
直线 平行 于 4C ,也 可 过 C 作 直 线 平行 于 48。 仍 由 公理 HIV, 这 
两 直线 不 能 平行 而 必 相 交 于 一 点 设 为 D, TÆ 4BDC 即 为 一 平 
行 四 边 形 . 

作为 次 序 公 理 的 一 种 代替 ,我 们 引信 下 述 的 无 限 公理 . 

无 限 公理 1 设 直 线 ! 上 任意 两 点 4o As EF OAA BC, 
过 B8 作 直线 BACA ZITAsPE BAN/CA XLF Av K 
次 类 推 。 又 过 C 作 直 线 CABA, ZIT A-»fE CAMBA- 
ZIT 4-:， 依 次 类 推 ， 则 无 穷 序列 

e.e A 23 e A): Ais Az’ 
中 无 两 点 相同 。 见 图 1.3. 


1.3 


这 一 公理 1 有 时 也 记 为 公理 De. X 4; 关 A 这 一 部 分 相当 
于 244BC 的 对 角 线 必 相 交 , 在 文献 中 称 为 Fano ZH. 

公理 1 保证 了 平行 四 边 形 的 对 角 线 必 相 交 ， 也 保证 了 直线 与 
平面 上 必 有 无 穷 多 个 点 。 由 此 还 易 知 , 过 任意 一 点 也 有 无 穷 多 条 


ss R 。 


不 同 的 直线 . 

除 上 述 无 限 公 理 1 外 , 我 们 还 将 引入 两 条 以 Dasargues 命名 
的 公理 ， 这 两 条 公理 对 于 建立 几何 的 代数 化 进而 机 械 化 起 着 决定 
性 的 作用 。 公 理 的 叙述 如 下 ， 

Desargues 公理 D, 设 两 三 角形 AABC 5 AABC 的 
三 组 对 应 边 互 相 平 行 , 即 

AB//A'B' ACHA C BC/B'C' 

则 三 组 对 应 项 点 的 连 线 44'"，8B',，CC' 互相 平行 或 相交 于 一 

Desargues 公理 D， 设 两 三 角形 AABC 与 人 A4 8 C ,后 
它们 有 两 组 对 应 边 互 相 平 行 , 例 如 


ABJaAB  Aacjlac 


又 三 组 对 应 顶点 的 连 线 互 不 相同 而 互相 平行 或 相交 于 -一 点 ， 则 这 
两 个 三 角形 的 第 三 组 对 应 边 也 互相 平行 , 即 
Bc/B'c' 

见 图 1.4， 

显然 这 两 条 Desargues 公理 Di 与 D; 并 不 是 互相 独立 的 ， 即 
在 其 它 公理 HI, HIV 与 1 (或 Dw) 成 立 的 假定 之 下 , Di 与 D; 可 
互相 推导 而 得 ， 

两 条 Desargues 公理 的 一 个 直接 推论 是 可 以 引入 中 点 与 对 称 
扩 的 概念 ,其 靶 如 下 。 

如 图 1.5, 设 直线 ! 上 任意 
两 点 4 ,B, 如 前 任 作 心 4 BDE. 
过 DD 作 BE 的 平行 线 与 1 交 
于 C。 依 无 限 公 理 1, C 54 
不 同 。 应 用 Desargues 公理 可 
证 C 点 与 OoABDE 的 作法 无 


关 ， 证 之 如 次 ， | 
ix ABD'E 为 男 一 平行 四 边 形 , 并 作 DCJEB 与 1 交 于 
C'。 须 证 C = 一 C。 现 试 就 几 种 不 同情 形 分 别 进行 讨论 . 


图 1.6 
先 设 直 线 4E' 与 4E 不 同 , 且 设 5,B,E' 不 在 一 直线 上 ,EE 
也 不 平行 于 1, 见 图 1.6， 此 时 DE, D'E', 1 彼此 不 同 且 互相 平 
fT. 又 4, E, E KERELE, 因而 成 一 三 角形 。 由 公理 HIV 
知 B, D, D 也 不 在 一 直线 上 而 成 一 三 角形 。 今 应 用 Desargues 
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公理 D, F AAEE 与 人 BDD 可知 EE/DD,. XIS B, E, E' 
不 在 -直线 上 而 成 一 三 角形 , 因而 由 公理 HIV, C, D, D'R 
在 一 直线 上 而 成 一 三 角 
形 。 今 再 应 用 Desargu- 
es 公理 D; 于 ABFE 
与 和 CDD', 即 知 D'CY 
EB. 于 是 仍 由 公理 
HIV 知 DC 与 DC 
两 直线 相同 , 而 C 与 C 
重合 . 

其 次 设 4E’ 与 4E 
仍 为 不 同 直线 ,而 E, B, E 在 一 直线 上 ， 见 图 1.7。 则 如 前 仍 有 
DD'/EE. 因而 直线 D'C', DD' 5 DC 都 相同 , 而 仍 有 C= 
C. 


图 ”1.7 


最 后 设 直线 AE 与 4B 相同 (图 1.8), 或 虽 不 相同 而 EE'/ 
1 (19), 不 论 何 时 便 可 过 4 作 一 不 同 于 AR, AE 与 1 的 直 
线 并 在 上 取 一 不 同 于 4 且 使 EE", E'E” 都 不 平行 于 4 的 点 E”. 


1.8 
AME © ABD’E”, X#E D’C"JE'"BMSIAZTC”. 把 前 已 
证 明 的 情形 用 于 DABDE 5 2ABD’E", AM C=C, X 
用 于 oABDE 5 2ABD’E', 可 知 C= C, 因而 C=C. 
ZUATAXLE. 


我 们 不 慷 其 烦 地 详细 号 出 上 面 的 证 朋 , 其 理由 将 在 第 三 章 3.1 
节 中 说 明 ， 

由 上 所 证 可 知 下 面 的 定义 是 合理 的 . 

定义 3 对 于 直线 ! 上 任意 两 点 A=B F DABDE,FÜE 
DC/EB 而 与 1 XFC, WiC 
AS 口 4BDE 的 作法 无 关 ， 
而 称 C 为 4 对 8 的 对 称 扩 。 
此 外 又 称 任意 一 点 为 此 点 对 其 
自身 的 对 称 点 ， 

由 此 定义 容易 证 明 : 若 C 
是 4 对 8 的 对 称 点 ， 则 4 也 是 
C 对 8 的 对 称 点 。 KAMMER 
l, V 相交 于 4, B,B' RALL 
ESARANR: MO C 各 为 4 对 巨 与 4 对 五 的 对 称 点 ， 则 
CC AS BB’ 平行 。 

证 明 由 图 1.10 自明 ,其 中 ABDB 是 平行 四 边 形 . 

今 引 进 两 点 的 中 点 概念 如 下 . 

如 图 1.11 仍 设 直线 ! 上 任意 两 点 4 与 B. 过 4 任 作 一 不 同 于 
1 的 直线 六 并 在 上 任 取 一 不 同 于 4 的 点 M'. 作 4 对 MM' 的 对 称 
RB. I M'E BB 的 平行 线 与 1 交 于 MM. REMS UKR 
M 的 选择 无 天 如 次 . 

首先 注意 4 对 邓 的 对 称 点 即 为 B. 盖 设 4 对 M 的 对 称 点 为 B, 
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图 1.10 


则 由 前 应 有 BB/MM. 故 丙 直线 B'B 与 B'B 相同 ,因而 B=B 
到 4 对 M 的 对 称 点 为 B. 
为 证 M 与 (1', M') 的 选择 无 关 , 可 设 1" 是 又 一 与 1! 不 相同 


的 直线 ， 而 M" 是 其 上 不 同 于 or 
4 的 任 一 点 (1 也 可 与 1 相同). 5A7 
参见 图 1.11 与 1.12. 作 4 对 M” y\- d \ 
的 对 称 点 B”, WEAR M 的 人 \ 
对 称 点 为 B, 故 由 前 有 BBY 1 AS 
M”M. 因 而 从 (1,M”) 将 SMU， AN 人 
M') 导 致 同一 点 M, MIRE, X 7 

依据 上 述 证 明 下 面 的 定义 M N 
是 合理 的 . 

定义 4 RERI 上 两 点 1.11 


A,B. 过 4 任 作 不 同 于 1 WEHR, 于 其 上 任 取 不 同 于 4 的 氮 M 


=]" 


图 1.12 
作 4 对 M' 的 对 称 点 B', 并 过 M' 作 M'M/BBSIZTM, N 
M5 l, M” 的 选择 无 关 , 称 它 为 4 与 B 的 中 点 。 又 定义 相同 两 点 
的 中 点 为 该 点 自身 . 

由 以 上 定义 易 证 4, B 的 中 点 也 即 是 B, 4 的 中 扣 。 又 设 三 
角形 AABC. Æ 4; B 的 中 点 为 M, 而 4,C 的 中 点 为 N， 则 
MN APF AB. 

定理 1 平行 四 边 形 的 对 角 线 必 相 交 且 互相 平分 ， 即 两 对 角 
线 的 交点 为 两 对 对 顶点 的 共同 中 点 。 
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图 1.13 
证 如 图 1.13, 设 口 4BCD， 由 公理 LI 其 对 角 线 4C, BD 必 
相交 . 设 其 交点 为 M. 过 B,C 各 作 AC, BD 的 平行 线 相 交 于 
E. 应 用 Desargues 公理 D, F AAMD 5 ABEC, BIA ME/ 
AB/CD. 由 于 AMEB, MCEB 都 是 平行 四 边 形 ; 故 C 是 4 对 
MKR ARM E 4C 的 中 点 。 同样 M 也 是 BD 的 中 点 或 4C， 


BD 互相 平分 于 交点 M. WHAE. 
易 见 上 定理 之 逆 也 成 立 , 即 有 下 面 的 定理 . 
定理 2 设 四 点 4, B,C, D 彼此 不 同 且 无 三 点 在 一 直线 上 . 
若 A, C 的 中 点 与 B,D 的 中 点 相同 , 则 ABCD 是 平行 四 边 形 . 
依据 中 点 与 对 称 点 的 那些 结果 ,可知 无 限 公 理工 (或 De) 中 由 
Ao ARENA A (n=l, 土 2.….) 也 可 用 下 面 的 方式 确定 : 


图 1.14 
如 图 1.14， 任 作 ?Yi, XÆ AB 41B, 并 与 1 交 于 Bo 
B, X B, {E B4: B4, EIF 43， 过 4i 作 41B82141B, Z! 
T B:， 又 过 B, 作 B.A/BA, 交 ! 于 4, 依次 类 推 得 点 A dz» 
Ate. 其 次 过 B, %Ẹ Bod- /BA 交 1 于 A4-,，、 过 A- 作 A- 
B-A B, X! F B-, 又 过 B, E Bada Z1 于 4-;， 依 次 
类 推 得 点 4-:，4-，4-3。 
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BIA A, 与 公理 1 中 所 得 者 相同 ,也 可 由 现在 的 作法 所 
得 诸 不 同 点 作为 公理 了 依 此 则 可 以 引进 对 称 点 与 中 点 的 概念 并 证 
明 原 来 公理 中 的 点 A 与 此 处 相同 。 总 之 ,在 公理 HI,HIV SD, 
D: 的 假定 下 ,无限 公理 1 的 两 种 叙述 方法 是 等 价 的 ， 


1.3 Desargues 平面 中 的 有 理 点 


上 有 引进 了 无 限 公理 Dw, 以 及 Desargues 公理 D, D HH 
导出 了 中 点 与 对 称 点 的 概念 (在 HI, HIV 成 立 的 假定 下 )。 考虑 
上 节 开 首 时 无 限 公 理 Do 的 附 图 , 显然 有 4 E 4 5 4; 的 中 点 ， 
A 是 44 与 43 的 中 点 , XA E As 与 4 的 中 点 等 等 。 本 节 将 
进一步 探讨 这 类 关系 . 

定义 1 公理 De D D 总 称 为 D, 满足 Hilbert 关联 公理 
HI， 平 行 公理 HIV, 公理 组 了 的 点 与 直线 的 全 体 称 为 构成 一 个 
Desargues 平面 ， 相应 的 几何 称 为 Desargues (平面 ) 几 何 . 

在 Hilbert 原来 的 公理 系统 中 ,全 合 关系 是 一 种 不 加 定义 的 基 
本 关系 。 在 Desargues 几何 中 , 既 未 引入 全 合作 为 基本 概念 ， 更 
不 假定 任何 全 合 公 理 ,但 仍 可 在 任 一 直线 上 定义 全 合 关 系 与 某 种 
天守 ,使 序列 (网上 上 节 无 加 公理 I 或 Do 的 附 图 ) 

EF ys ..., A -i3 Ass AA .., Ans . . 
与 闽 数 序列 有 某 种 同 构 关系 ， 述 之 如 下 . 

首先 ,任意 两 个 有 先后 次 序 的 点 4，B 不 论 其 相同 与 否 ， m 
为 一 个 点 偶 , 记 作 (AB). 在 4 与 B 不 相同 时 ,定义 点 偶 (48) 的 
中 点 为 4 与 B 的 中 点 ,而 在 4 与 B 相 同时 ,点 偶 (48B) 的 中 点 定义 
为 4 . 今 在 直线 上 定义 一 全 合 概念 如 下 . 

定义 2 设 直 线 1 上 有 4, B,C, DAA. 不 论 这 四 点 是 否 
有 相同 者 , 若 点 偶 (4D) 与 《BC) 有 相间 的 中 点 ; 则 称 点 偶 (AB) 
5 (CD) 全 合 , 记 作 

| (4B) = (CD) 
显然 依据 中 点 的 简单 性 质 ,直接 从 此 定义 可 知 (4B) = (CD) 
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时 ,也 有 

(AC)= (BD) 
又 设 在 直线 1 上 4, B,C 为 已 给 定 的 三 点 时 , 不 论 有 无 相同 者 ， 
使 AB = CD 的 万 点 将 唯一 地 由 4, B,C 所 确定 。 ADEF 
由 下 法 作出 . 

E B=4 W, PAE D=C, EC=-AN, ， 也 显然 有 
D = 了， 改 以 下 将 设 B,C 都 不 同 于 4。 此 时 因 B4, wE 
GABB'A. 过 B' 作 BDJAC 与 1 交 于 D, 于 是 这 一 D 点 即 为 
所 求 使 (48) 三 《CD) 的 点 . 证 之 如 次 . 


A=M=D 


图 1.15 1.16 
先 设 C 一 B， 则 依 中 点 定义 C 为 A D 的 中 点 ， 也 是 (8C) 
的 中 点 .因而 (48) = (CD), 而 D 即 为 所 求 。 如 图 1.15. 
今 设 CB, hm B,C 的 中 点 为 M. ZM=A, N 
BD/JAcC 而 与 B'4 相同 ,D 也 与 4 相同 , m (AD) 的 中 点 亦 为 
M。 因 而 (AB) (CD)， 而 DD 即 为 所 求 。 如 图 1.16. 


图 1.17 
最 后 设 CSB 且 B,C 的 中 点 Ms4. 如 图 1.17 作 
口 4B'DC 的 对 角 线 ADS BC 交 于 点 NW, 则 由 上 他 定 理 1， N 
是 B', C 也 是 A4, D 的 中 点 . 从 ABCB 可 知 MN/BB', W 
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而 MNYAA. 从 AADA 知 M 也 是 4，D 的 中 点 . WREX 
(48) 三 (CD)， 而 DD 为 所 求 .证 毕 . 

上 述 证 明 颇 为 天 琐 ,有 兴趣 的 读者 可 见 第 三 章 的 IIND. 

从 这 一 证 明 与 定义 本 身 易 见 全 合 关系 的 自 反 性 、 对 称 性 与 传 
BE. 换言之 ;有 下 述 定理 : 

定理 ”直线 上 点 偶 的 全 合 关系 三 是 一 等 价 关系 ，。 

以 下 将 引进 点 偶 的 加 法 .为 此 先 证 下 面 的 引 理 : 

引 理 ” 设 同 -~ 直线 !/ 上 有 4,B,C,D,E,F 等 点 ,其 中 

(AB)=(DE) (BC)=(EF) 
则 不 论 这 些 点 有 无 相同 ,都 有 
(4C) = (DF) 


图 1.18 


证 如 图 1.18, Œ 4, B, C 都 不 相同 时 ， 可 作 OABB’A, 
O BCC'B'. 则 依 全 合作 法 4'DEB’，B'EFC” 痢 是 平行 四 边 形 ， 
由 此 知 4CC 4 ，DEFC'4 都 是 平行 四 边 形 . 因而 仍 由 全 合作 法 
Hi (acC) = (DF). 

当 4, B, C 有 相同 者 时 ,逐个 检查 可 知 仍 有 (4C) = (DF). 
虽然 我 们 略 去 了 这 一 烦琐 的 检查 ， 但 它 却 是 必要 的 ， 请 见 第 三 章 
3.1 节 . 

基于 上 述 引 理 , 下 面 的 定义 是 合理 的 ， 

定义 3 EAR! LHE- AR 4,， 对 1 上 任意 两 点 R,S 作 
T, 使 (ST) 二 (4oR), 则 称 点 偶 (AT) 为 点 个 (AR) 与 
(AS) 的 和 :; 记 作 

(AT) = (AR) + (45) 


对 于 固定 的 de 而 言 , 上 式 也 简 记 为 
T=R+ S 
KRT AR 5 S WRON TARER 4 而 言 》. 


A R S T 
图 1.19 
由 此 定义 ,特别 有 (对 AM) 
R=A, FR 


上 节 开 始 曾 由 直线 上 4,4 两 点 作出 直线 上 的 无 穷 个 点 的 
序列 


A A Aos Ars Ass 4 
依据 上 面 点 偶 加 法 的 定义 容易 证 明 ， 若 令 《4o4，) 与 整数 相对 
M M Chd.) 之 间 的 加 法 与 整数 之 间 的 加 法 相对 应 , 即 

(Aoda) + CAA m) = (Aod nim) 
或 对 固定 的 Aos A EF Rp 
Ant Am = Antim 


图 1.20 
不 仅 如 此 ,我 们 可 对 任意 有 理 数 r= p/g(p, q 为 整数 ，9 为 
正 整 数 ) 在 ! 上 作 一 点 4,, 使 (464,) 与 > 对 应 时 仍 能 保持 其 加 法 
关系 (r,s 为 任意 有 理 数 ): o 
(Asdı) + (AA) = (Ada) 
或 相对 于 固定 的 4 而 言 , 可 简写 为 
A, FA, = Aus 
如 图 1.21 过 4 EIE-SIAANERT, FELER—R 
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A=4 B, Br Bp Ai 
图 1.21 


同 于 4 RA Ai 又 记 AA A. M Ao A 出 发 如 上 节 无 限 公理 
De 附 图 所 示 作 序列 | 
‘ds ..., A's An» Alst’ Anse 
Æ Ada FE 4%B,/AsAi 与 1 交 于 B,. WAA B; 与 以 及 
4A 的 选择 无 关 , 且 与 r= b/4 的 表达 形式 无 关 , 故 可 记 B; 为 
A, = Apu = Bp 
aa O TTA ARER ER 
”依照 这 一 定义 ， 
Ara > p/a 

在 有 理 依 赖 于 A, 4 的 点 的 全 体 与 有 理 数 的 全 体 之 间 建 立 了 一 
一 对 应 关系 .在 这 一 对 应 下 ,相对 于 给 定 的 4, 4， 而 言 ,4d, 之 间 
的 加 法 与 有 理 数 之 间 的 加 法 相对 应 。 如 果 定 义 4 与 4, 的 乘积 
为 4,:《 仍 相对 于 4, A 而 言 ), 则 这 些 点 之 间 的 乘法 也 与 有 理 数 
之 间 的 乘法 相对 应 ， 且 这 些 点 之 间 的 加 法 和 乘法 保持 了 与 有 理 数 
的 加 法 和 乘法 相应 的 一 切 运 算 规 则 ,特别 是 4。 对 应 于 MAN 
应 于 1， 

在 有 理 数 之 间 有 大 小 的 关系 ,使 有 理 数 集合 成 一 有 序 集合 ,而 
在 次 序 以 及 加 法 和 乘法 之 间 遵 守 着 通常 的 那些 关系 。 由 此 , 在 对 
应 Aora 一 -> pla 之 下 ,在 有 理 依赖 于 Ao A 点 的 全 体 之 闻 , 也 可 
依 相 应 有 理 数 的 大 小 引入 次 序 概念 ,使 遵守 通常 的 那些 次 序 关 系 . 
特别 是 这 些 有 理 依赖 于 An A 的 点 、 除 4o d 自身 外 ,可 分 成 
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两 部 分 : 一 部 分 在 Ao A 之 间 ， 即 相应 有 理 数 ”大 于 0 且 小 于 
1 的 那 种 点 4,, 称 为 有 理 线 眉 Adı 内 部 的 点 ; 另 一 部 分 是 不 在 
dos 4 之 间或 + 小 于 0 或 + 大 于 1 的 那 种 点 4,, 称 为 有 理 线段 
Ad: 外 部 的 点 。 总 之 , 对 任意 三 个 有 理 依赖 于 4。, Aı IR An 
An An TREER rss: 的 大 小 ， 定 义 其 中 一 点 在 其 它 两 反 
之 间 的 次 序 关 系 。 这 种 在 … 之 间 的 关系 满足 Hilbert 在 有 头 直 
线 上 的 那些 次 序 公 理 ， 但 只 局 限于 有 理 依赖 于 4 A 的 那些 把 。 
应 该 着 重 指出 :在 本 节 所 说 的 Desargues 几何 中 , 直线 上 的 任意 
三 点 并 不 能 引入 满足 Hilbert 次 序 公理 的 那 种 次 序 关系 ， 

从 直线 上 点 的 有 理 依 赖 性 出 发 ， 对 平面 上 任意 三 个 不 同 在 一 
直线 上 的 点 4, 3，C， 也 容易 定义 有 理 依赖 于 它们 的 点 : 先 在 
直线 BC 上 任 取 一 有 理 依赖 于 B,C 的 点 DD, 再 在 直线 AD LIE 
取 一 有 理 依赖 于 4, D 的 点 ,于 是 E 即 是 一 有 理 依赖 于 4 B, 
C 的 点 。 容易 证 明 , 除了 那些 在 三 角形 48C 的 边线 4B, AC, 
BC 上 者 外 ,所 有 有 理 依赖 于 4 B,C 的 点 可 分 成 三 角形 的 内 部 
与 外 部 两 部 分 , 称 为 三 角形 ABC 的 有 理 内 部 与 有 理 外 部 。 它们 
具有 通常 几何 中 三 角形 内 部 与 外 部 的 那些 性 质 ， 虽 然 对 于 平面 上 
的 全 体 点 来 说 相应 的 Pash 公理 不 一 定 满足 ， 甚 至 没有 意义 ， 但 
同样 可 证 明 有 理 依赖 于 4 B,C 的 点 满足 三 角形 ABC 的 所 谓 
Pasch 公理 。 

对 于 一 个 平行 四 边 形 来 说 ， 我 们 也 可 定义 这 一 平行 四 边 形 的 
有 理 点 ， 并 可 证 明 不 在 平行 四 边 形 四 条 边 上 的 那些 有 理 点 可 分 成 
有 理 内 部 与 有 理 外 部 两 部 分 ， 并 且 满 足 通常 几何 中 由 次 序 公理 好 
出 的 有 关 平 行 四 边 形 内 外 的 那些 性 质 . 

以 上 许多 论断 的 证 明 是 容易 的 ,这 里 一 概 从 略 。 


1.4 Desargues 数 系 与 有 理 数 子 系 


一 个 满足 公理 HI, HIV 和 DD 的 点 与 直线 构成 一 个 Desargues 
平面 ， 上 节 , 我 们 已 证 明 在 Desargues 平面 上 的 任 一 直线 上 确定 
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了 两 点 以 后 , 即 可 确定 无 穷 多 个 点 与 有 理 数 系 相 对 应 ,使 所 设 两 点 
各 对 应 于 0 与 1。 但 直线 上 除了 这 些 点 以 外 ,一 般 还 有 其 它 的 点 . 
以 下 各 市 ,我 们 将 证 明 直 线 上 点 的 全 体 在 任意 取 定 两 反 以 后 ,可 3 
进 某 些 运算 ， 使 之 与 某 一 具有 特定 性 质 并 包含 有 理 数 在 内 的 数 系 
统 相 对 应 , 称 之 为 Desargues 数 系 。 它 将 与 Desargues 平面 有 机 
地 联系 且 为 其 唯一 确定 。 为 此 先 定 义 Desargues 数 系 如 下 : 
定义 ”假设 一 个 集合 N， 其 中 元 素 之 间 有 两 种 二 元 运算 加 法 
与 乘法 ,满足 以 下 1 一 12 诸 公 理 , 则 称 NN 为 一 个 Desargues 数 系 ,N 
中 的 元 素 称 为 数 ， | 
公理 分 成 三 类 . 
第 一 类 : 关联 公理 (N1 一 N6) 
N 有 一 个 二 元 运算 , 称 为 加 法 (十 )。 对 于 任 二 数 a, be 
N， 有 一 个 确定 的 数 < 上 EN， 记 作 
cc 一 4 十 或 ci 十 0 一 ec 
N2 对 任 两 数 a，4&b € N, 恰 有 一 个 数 ze N, 使 
| atr=b 
又 恰 有 一 个 数 y€ N， 使 
ytamb 
N3 N 中 有 一 个 确定 的 数 0, UER”, E N HERE 
MH aEN，, 有 
4 十 0== 4 0 十 4 一 0 
N4 有 一 个 二 元 运算 称 为 乘法 (. ), 对 于 任 二 数 a,。 EN, 
有 一 个 确定 的 数 ZE N， 记 作 
a: b=œ=d X d=-a:b 
或 者 把 符号 . 省 去 , 记 作 
ab = d 3 d = ab 
N5 对 于 任 两 数 a beN, 其 中 ea 关 0, RE —H re 
N, 使 
ax = ù 


又 恰 有 一 - 数 yE N, 使 
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ya =b 
N6 N 中 有 一 个 确定 的 数 1， MEA”, EAN 中 的 任 一 
ac N, #5 


第 二 类 : 计算 公理 (N7—N 11) 
设 a,b,c 是 NN 中 任意 三 个 数 , 则 下 列 计算 规 律 恒 成 立 ; 
NT a+(b+c)=(a+b)+ce | 
N8 a +b=b+a 
N9 «lbe) = (ab)c 
N10 ab -+c)=ab+t ac 
N11 (a+b)e=ac+ be 
由 于 公理 N7 与 N9, 其 中 的 括号 可 略 去 不 写 。 


第 三 类 : 无 限 公 理 (CN 12) 


N12 对 零 “0" 与 么 “1 视 作 通常 自然 数 中 的 0 与 1, 并 定义 
2 一 1 十 1,3 一 2 十 1, 等 等 , 则 这 些 数 彼此 都 不 相等 。 换言之 ， 
通常 的 自然 数 可 视 为 N 的 一 个 子 集合 . 

上 面 N 1 一 N 12 等 12 条 公理 并 不 是 互相 独立 的 , Ain, 
Hilbert [4]) 

Sal 从 公理 NI, N2, N7 可 推出 公理 N3. 

证 任 取 一 固定 的 数 ceEN， 依 公理 Nl, N2 有 xéN，, 


使 
2 十 X 一 4 
今 对 任 一 bEN E 
atb=e 
于 是 有 
| (atxı)+tb=e 
依 公理 N7, 有 


at(x+b)=e 


依 公理 N2 中 的 唯一 性 得 
| xtb=b 
同样 推理 可 知 对 任意 < 上 6EN， 上 述 * 满足 
cetx=c 
因而 这 一 * 即 可 作为 公理 N3 中 的 0. 
命题 2 从 公理 N4, N5, N9 可 推出 公理 N6， 
证 与 上 命题 1 相似 . 
命题 3 从 关联 公理 NI—N6, 计算 公理 N7, N10, N11 可 
推出 公理 N8. 
证 对 任意 a, b €E N， 先 用 公理 N10 再 用 公理 N11， 有 
(a + b) + 1) = (a -+ bl + (e+ 6)1= (a + b)+ 
《ec 十 外 又 先 用 公理 N11 再 用 公理 N10 得 
Ca + bC H1) =al lt 1) ++) = ata) 
(b + bik 
(ae 十 0) 十 (ee 十 0) 一 (ee 十 ea) 十 (十 0 
或 依 公理 N7 有 
4a 十 (十 ea) 十 2 一 4 十 (ee 十 5) 十 
再 依 公理 N2,N7, 有 
十 4 一 6 十 六 
即 公理 N8. 
以 下 的 一 些 简单 事实 ,也 是 容易 证 明 的 。 
命题 4 依据 公理 N2, N3, N8, 对 任意 ccEN, 有 唯一 的 
数 xEN, 使 x 十 4 一 a 十 x 二 0, 此 数 记 作 一 as， 称 为 e 的 
负数 负数 的 概念 遵守 通常 的 那些 规律 ,例如 一 (一 a) 一 c。 但 须 
注意 在 Desargues 数 系 中 ,并 无 大 小 的 概念 也 无 绝对 值 的 概念 , 任 
一 数 有 它 的 负数 ,但 数 本 身 并 无 正 负 ， 
命题 5 对 任意 a€E N,， 有 
Qa 一 id0 一 0 
证 由 公理 N11 与 N3, 有 
0a + 0a = (0 + 0)a = Qa 
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故 由 公理 N2, 有 0a 一 0, 同样 a0 一 0. 

命题 6 对 as 关 0， 依 公理 N5 有 nyEN 使 

xa =] | 
各 称 为 = zn 
x 一 了 

好 a 的 左 道 与 右 逆 相 等 简称 为 “的 道 , 记 作 a. 

证 依 公理 N9 与 N6, 有 

(ax)a = alxa)=a-1l=a 
X 
(ayja = l'a =a 

由 公理 N5, 得 ax 一 ay， 仍 由 公理 N5 得 r= y. 

命题 7 从 自然 数 出 发 可 依 公理 N2 与 N5 定义 任意 正 负 有 
理 数 p/p: = 整数 , q = 正 整 数 ), 使 之 满足 通常 的 有 理 数 运算 
规律 , 且 对 任意 有 理 数 + 与 任意 数 «EN, A 

ra =ar 
从 最 后 一 个 命题 得 知 ,在 Desargues 数 系 中 , 可 引进 有 理 数 的 

概念 , 且 有 理 数 与 其 它 任 意 数 之 间 的 乘法 可 交换 , 但 一 般 说 来 , 任 
意 两 数 的 科 法 不 一 定 可 交换 。 此 外 在 Desargues 数 系 的 有 理 数 之 
间 可 引进 大 小 关系 ,满足 通常 的 那些 性 质 ， 但 一 般 说 来 ,任意 两 数 
之 间 并 没有 大 小 关系 可 言 ， 为 了 今后 的 需要 我 们 将 扩充 数 系 的 概 
念 ,引入 以 下 一 些 补 充 公 理 , 是 否 满足 这 些 公理 将 视 情 况 而 定 . 


乘法 交换 公理 (N13) 
N13 对 NN 中 任意 两 数 4a,5, 恒 有 
ab = ba 
次 序 公理 (N14—N17) 


N14 设 ,2 是 N 中 任意 两 个 不 同 的 数 ， 其 中 恒 恰 有 一 个 
大 于 另 一 个 , 设 前 者 为 a, 则 后 者 5 称 为 小 于 a 用 记号 表示 为 
646 和 2 一 4 
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对 于 任 一 数 sa>a 不 成 立 . 
Nils Za>b, AH b>e, H 
a > ce 
N16 # a>b, WES 
atc>bt+tce 
N17 # a>b B c>0, MER 
| ac > bc 


连续 公理 《N18 一 N20) 


N18 ( 阿 基 米 德 公 理 ) 设 es>0 和 8>10 是 任意 两 数 , 则 
恒 能 把 a 加 上 它 自己 ,加 到 适当 次 数 , 使 所 得 的 和 大 于 b, 用 记号 
表示 , 即 
ata+'.ta>b 


"n 


或 有 自然 数 x, 使 na>b, 

N19 (Role 公理 ) 对 于 系数 co cr cs 在 各 中 的 任意 

一 个 多 项 式 

f(x) = cox” t e ten 
若 对 人 中 两 数 <BR Ha): A) <0, B Ka), L) 都 不 等 于 
0, 且 一 个 大 于 0, 而 另 一 个 小 于 0 (或 称 异 号 ), 则 在 NN 中 必 有 大 于 
a 且 小 于 5 的 一 数 eN, Œ E) 一 0. 

N20 (完全 性 公理 ) 设 N 满 足 公 理 NI—N18, M ÆN p 
不 可 能 增加 新 元 素 ( 称 为 新 数 )， 使 在 扩充 后 的 新 数 系 中 扩充 原来 
的 加 法 .乘法 与 大 小 关系 ,并 使 公理 N1 一 N18 KARMY. WEA 
理 NI 一 NI18 的 假定 与 保持 下 ,NN 不 可 能 再 行 扩 充 . 

以 上 这 些 公理 , 大 体 上 是 依照 Hilbert《 几 何 基础 》 一 书 中 的 
罗列 与 分 类 ，, 仅 由 于 本 书 的 特殊 需要 而 对 个 别 公 理 稍 作 变 动 。 依 
照 Hilbert 原来 的 称谓 , 满足 以 上 公理 NI—N20 的 一 部 分数 的 
集合 ,将 称 为 一 个 复数 系 。 特别 是 满足 公理 NI 一 N12 的 复数 
系 , 我 们 已 称 之 为 Desargues HR. 这 对 几何 的 代数 化 以 至 机 械 化 
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说 来 是 最 基本 的 复数 系 。 如 果 应 用 当代 通行 的 称 法 , 则 满足 公理 
N1 一 N13 的 复数 系 即 满足 乘法 交换 公理 的 Desargues 数 系 , 通 
称 为 域 ,而 Desargues 数 系 则 通称 为 Skew 域 , 有 时 亦 称 为 体 或 除 
法 环 等 。 公 理 N12 对 于 这 些 概 念 并 不 是 完全 必要 的 , 但 它 将 使 我 
们 考虑 的 域 或 体 局 限于 特征 为 0 的 情形 .满足 诺 次 序 公理 N13 一 
N17 的 域 , 现在 通称 为 有 序 域 , 如 果 还 满足 Roll 公理 N19, 则 称 
为 实 闭 域 ， 如 采 满 足 所 有 这 些 公 理 N1 一 N20， 则 这 一 域 必 与 通 
常 的 实数 域 同 构 。 一 般 说 来 ， 域 与 体 的 构造 可 以 是 非常 复杂 的 . 
实数 域 ,复数 域 与 四 元 数 体 只 是 其 中 极为 简单 的 几 个 古典 实例 ,但 
具有 一 定 的 代表 性 ， | 

以 上 这 些 新 添 人 的 公理 也 并 不 是 互相 独立 的 ，、 例 如 无 限 公 理 
N12 5 Roll 公理 N19 都 可 从 其 它 公 理 NI 一 N11, N13 一 N18， 
20 导出 。 此 外 Hilbert 还 曾 证 明了 下 面 的 命题 ( 见 Hilbert RE 
SEH 59): 

命题 8 一 个 复数 系 N 如 果 满 足 公 理 NI-NI 以 及 阿 基 
米 德 公理 N18, 则 这 个 复数 系 N 也 必 满 足 狐 法 交换 公理 NT, 因 
而 是 一 个 域 . 

证 参阅 Hilbert EP. 

以 上 关于 复数 系 中 数 的 公理 都 有 一 定 的 几何 背景 。 下面 诸 节 
与 下 一 章 , 我 们 将 说 明 如 何 从 一 个 Desargues 几何 确定 一 个 Desa- 
rgues 数 系 ,与 乘 汶 交换 公理 相应 的 几何 事实 以 及 几何 与 复数 系 之 
闻 次 序 公 理 与 连续 公理 的 相应 关系 等 。 基于 Hilbert 关于 “ 数 ” 的 
概念 ( 见 Hilpert[4])， 我 们 在 本 书 中 将 一 概 改称 域 为 数 域 ， 体 为 
数 体 ,其 中 的 元 素 都 称 为 数 ， | 


15 直线 上 和 的 Desargues HA 


满足 几何 公理 HI, HIV 与 D 的 点 与 直线 构成 一 Desargues 平 
面 ， 相 应 的 几何 称 为 Desargues (平面 ) 几何. 满足 上 节 中 公理 
N1 一 N12 的 复数 系 称 为 Desargues 数 系 。 本 节 以 及 下 一 节 将 证 明 
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每 一 Desargues 平面 有 一 确定 的 Desargues 数 系 与 之 对 应 。 为 此 
先 考 虑 在 直线 上 引进 Desargues 数 系 的 问题 。 

设 Desargues 平面 上 的 直线 1, 在 其 上 任 取 两 点 0 与 1。 我 
们 将 作出 一 个 Desargues $R N =~ NC, 0,1), 使 1! 上 的 后 与 
N 中 的 数 一 一 对 应 , 而 0 对 应 于 0， 了 对 应 于 1。 这 时 直线 ! 称 为 
数 系 立 的 底线 。 

为 此 我 们 把 ! 上 点 的 全 体 看 作 一 个 集合 W， 点 用 大 写 的 拉丁 
字母 表示 ,而 看 作 六 中 的 元 素 时 用 相应 的 小 写 拉 丁字 母 表示 《0 与 
1 除外 )。 在 六 中 将 引进 加 法 与 乘法 ,并 证 明 六 在 这 些 加 法 与 乘法 
之 下 构成 一 Desargues 数 系 , H 0, 1 恰 与 N 中 的 0 与 1 相对 应 。 

今 设 A,B 91 上 任意 两 点 , 记 作 六 中 的 元 素 a, 2。 

先 引 进 加 法 , 即 定义 a。 十 bEN 如 下 ， 


1.22 
如 图 1.22, Ei B0. 此 时 可 过 0 任 作 一 不 同 于 i 的 直 
ZU, 在 :上任 取 一 不 同 于 0 的 点 4 并 补 作 一 平行 四 边 形 
OBOA’, 过 98 作 2CV44 而 与 1 交 于 C，, NC 在 NN 中 的 对 应 元 
素 < 将 定义 为 atb. 
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如 图 1.23 所 未 ,在 B= OBI b= 0 时 , 则 直接 定义 C 为 4， 
此 时 对 应 元 素 c = 4 定义 为 4 十 6 一 a 十 0。 如 果 我 们 设 0= 
4 而 把 0804' 视 为 一 退化 的 平行 四 边 形 ， 则 可 把 现在 的 直接 
定义 归结 为 上 面 定 义 的 一 种 退化 情形 . 

首先 需 证 明 这 样 定义 的 加 法 是 合理 的 ， 即 需 证 明 所 定 的 C 点 
与 1 以 及 4' 的 选取 无 关 . EB=-0N, C=4 与 1, A 的 选 
取 无 关 是 显然 的 , 故 只 需 考虑 B 关 0 的 情形 . 


图 1.24 


如 图 1.24， 试 过 0 任 作 另 一 与 ! 不 同 的 直线 !"， 在 其 上 任 取 
一 点 4”, 并 补 作 一 平行 四 边 形 OBRA”. 我 们 只 需 证 RCHAA” 
RN eT, 

证 明 要 反复 应 用 Desargues 公理 . 首先 注意 在 Desargues 公 
理 的 叙述 中 ,三 角形 与 平行 线 都 依照 1.1 和 1.2 节 那 样 来 定义 。 因 
而 凡 提 到 三 角形 时 ,三 个 顶点 必须 不 在 一 直线 上 , 且 更 无 两 个 顶点 
重合 ,而 平行 线 也 必须 是 不 相同 的 直线 ， 同样 ,平行 四 边 形 也 依照 
1.2 FAJE X2. 

SEHE RAF, B Z 4, 4” 不 在 一 直线 上 ，44 也 
不 平行 1. 这 时 O'A", AA'A”, BOR, COR 都 是 三 角形 . 应 
用 Desargues 公理 D; 于 A0A'4” 与 ABOR. 由 于 这 时 三 角形 
对 应 顶点 的 连 线 OB, 4'0, A'R 都 互相 平行 ， 且 三 角形 两 组 对 
-应 边 04’ BO, OA’ BR, E A'A” YOR. 再 应 用 Desargues 

公理 D: 于 A444" 5 ACOR， 则 诸 顶 点 连 线 仍 互相 乎 行 ， 且 
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BERN AACO, AA’YOR, IWA AA’JCR,. BUREK 
VE. 

EUSU’HA, 或 虽 不 同 而 4', 4, 4” 在 一 直线 上 , 或 
4 4 1 时 , 则 不 能 象 上 面 那样 应 用 Desargues AH, 而 需 男 行 处 
理 。 其 过 程 颇 为 烦 瑛 ， 但 却 是 完全 必要 的 ， 理 由 仍 见 第 三 章 3.1 
节 。 由 于 其 处 理 过程 与 1.2 节 中 某 些 证 明 相仿 故 将 略 去 . 

由 a 十 5 的 定义 可 见 ， 凑 命 0 所 对 应 NN 中 的 元 素 为 6, 则 有 
xz 十 0 一 as 0 十 ae 一 as 央 0 符 合 Desargues 数 系 中 0 元 素 的 
作用 , 见 1.4 节 中 的 公理 N3， 

其 次 试 定义 a-b 或 226EN， 

在 定义 atb 时 ,了 点 实际 上 不 起 作用 ， 但 在 定义 ab 时 ,7 
IE RUDI 


图 1.25 


SEN ab 如 下 ， 如 图 1.25, NOENR-AATIWERT, 
在 :上 任 取 一 不 同 于 0O 的 点 1。 SH VIr 依 下 法 在 1 上 定 一 
点 也 以 作为 ab: Ei 4 了 关 0,B #1, 此 时 可 过 B 作 BB//IT X 
l FB. hF B' 不 能 在 直线 TA E, XTE BDAT4 51 
交 于 D， 点 DD 所 对 应 NN 中 的 元 素 4 即 定义 为 ab:d 一 ap。 大 4 一 
OR B = 1， 则 上 述 作法 失效 , 但 可 定义 D=4A, Bl 0 一 
0，a* 1 一 a。 如 果 把 两 条 重合 的 直线 看 作 是 两 条 退化 的 平行 线 ， 
则 在 4= OR B=] 时 a6 的 定义 也 可 归结 为 4A#0,B#l 
时 定义 的 退化 情形 , 见 图 1.26. 

首先 需 证 明 上 面 定义 的 乘法 是 合理 的 , 即 所 得 DD 后 与 了 的 
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选取 无 关 . 在 4 = 0 或 B= 二 1 时 甚 为 显然 , 故 以 下 的 证 明 将 局 
限于 4 关 0O 且 B#I 的 情形 . 

如 图 1.27, 试 过 0 任 作 另 一 与 1 , /不 同 的 直线 1”, 并 在 1 上 
任 取 一 点 1” .我 们 将 先 设 
1" 不 在 直线 lVI 也 不 在 站 
线 1'4 上 . 过 B 作 8B"/ 
I” 与 1” 交 于 B”. RN 
的 目的 在 于 证 明 B"’D/ 
I’A. 

在 以 上 这 些 条 件 下 可 
以 应 用 Desargues AHD, 
于 A'I” 与 ABB’B”, 
得 II’/BB'. 再 应 用 
Desargues 公理 D F 
AALI” 5ADB' B”, 即 得 
3B"DV] 7 4， 如 所 和 欲 证 ， 在 不 符合 这 些 条 件 的 情形 下 , 仍 须 逐 一 个 
别处 理 , 其 理由 同 前 . 不 论 何 时 都 易 验 证 B "DA7 7 4， 因而 刀 的 
确定 恒 与 上 ,7” 的 选取 无 关 , 因 此 保证 了 乘法 定义 的 合理 性 . 


图 1.26 


~ 1.27 
依据 定义 直接 有 l'a 一 a， 又 易 见 有 a 1 一 a。 因 而 与 I 
相应 的 元 素 1 的 作用 相当 于 复数 系 公理 N6 中 的 元 素 1, 在 符 写 上 
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不 致 产生 泥 消 ， 

在 上 面 Y 中 已 定义 元 素 0 与 1 以 及 加 法 与 乘法 运算 的 情况 
下 ,反复 应 用 Desargues 公理 ,可 证 NN 满足 Desargues 数 系 的 所 有 
公理 N1 一 N12, 证 明 是 元 长 的 ， 有 时 也 并 不 容易 。 这 些 证 明 都 
可 见于 Hilbert 的 经 典 著 作 《 几 何 基础 》。 但 需 注意 Hilbert 的 证 
明 中 只 写 出 了 一 般 的 情形 ,而 对 于 退化 的 情形 也 是 有 必要 考虑 的 ， 
其 理由 仍 见 第 三 章 3.1 节 . 因此 要 把 证 明 完 全 写 出 实际 上 比 原来 
还 要 烦琐 得 多 。 我 们 将 把 这 些 证 明 一 概略 去 , 而 仅 给 出 逆 元 素 等 
几 个 特殊 间 题 的 补充 说 明 。 至 于 公理 N1 一 N12 中 的 那些 证 明 ， 
则 仍 可 参阅 Hilbert [2]. | 


逆 元 素 存 在 的 直接 证 明 


如 图 1.28, 设 1, 0,1 如 前 ,而 4 在 1! 上 不 等 于 0, 7, 对 应 于 
N 中 的 数 a 关 0, 1. 过 0 任 作 不 同 于 i 的 直线 7 并 在 上 任 取 一 点 
#0. %4% AAMU 与 1 交 于 4A', 又 过 1' 作 PXA 与 
l ZF X, 对 应 于 NN 中 的 数 x。 依 乘法 定义 有 nel, Brite 
NEM. 其 次 过 工作 1Y'Y4T 5 RF Y, 又 过 Y 作 YY/ 
UI 与 1 交 于 了, 对 应 于 NN 中 的 数 y。 依 乘法 定义 有 ay—1,Bly 
是 4 的 右 逆 ， 试 证 x 一 y， 即 左 逆 与 右 逆 相同 如 次 ，。 

p 


I’ 


图 1.28 


EAE IATA 的 情形 。 此 时 1'X 与 1'4 重合 , X54% 
合 , 又 1Y' SEM 重合 , Y 与 4' 重合 , 因而 Y'Y 与 4'4 重合 ， 
Y 与 4 好 XX 重合 ,而 有 xy 一 y. 

如 图 1.29 再 设 74 ”不 平行 于 74 因而 交 于 一 点 , 设 为 P. 
于 是 IY, IX 也 不 能 平行 而 交 于 一 点 , 设 为 G。 应 用 Desargues 
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1.29 


ARD 于 ANO 5 A44P， 可 知 PO 直线 通过 O 点 。 再 应 用 
Desargues 公理 DD 于 APII 5 AOXY'， 可 知 17VXY'， 因 而 
直线 XY’ 与 YY 重合 , X 与 了 重合, 即 x 二 y， 如 所 欲 证 . 

以 上 设 A#0,1I. 在 4 天 D 而 4 一 7[， 则 一 1 的 逆 
元 素 显 为 ! 自身 . 


中 后 概念 


设 直线 1 与 0, 1 如 前 ，4, B 为 ! 上 任意 两 点 ， 各 对 应 于 
N 中 的 数 。 与 4。 MER (AB) 的 中 点 ,对 应 于 数 m, 则 必 有 有 


1 
m = — (a t b 
7 ( ) 


为 证 此 ， 可 设 4, B, 0, M 都 不 相同 (有 相同 者 时 可 直接 验 
iE). 如 图 1.30， 此 时 可 作 己 4MCD。 由 于 ?是 4 对 M 的 对 称 
点 , 故 由 定义 知 CBYDM. SIOP !’YAaD/MCc, ® CD 与 
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"FE. DIE DFEB 与 ! 交 于 了 。 则 按 加 法 定义 ,下 对 应 
于 NN 中 的 数 5 十 a, 或 由 公理 N8 即 a+b. 其 次 过 C 作 CF'Y 
EM 与 1 ZT F', 则 按 定义 F 对 应 于 数 2m. 

从 1.2 节 的 一 条 定理 ， 咏 MBCD 的 对 角 线 MC 与 BD 应 互 
相 平 分 于 点 偶 (BD) 与 (MC) 的 共同 中 点 ， 设 为 P。 同样 ， 由 
mBFDE, HAR EF 与 BD 也 互相 平分 ， 特 别 有 EF 经 过 P。 
H=MF'CE 也 同样 有 EF’ 经 过 P 点， 因而 EF 与 EF' EG, F 
5 F 重合 而 有 2m 一 4 十 和 


全 合 概 念 


i EMR 4, B,C, D 各 对 应 于 N 中 的 abcd. W 
1.3 节 定 义 点 侦 
(AB)=(CD) 
HATAR (BC) 5 (AD) 有 相同 中 点 M。 由 中 点 概念 知 应 有 
2m 一 0 十 c 一 和 十 2 
由 此 知 CAB) = (CD) 的 条 件 为 


b-a=d-c 
1.6 Desargues 平面 的 附属 Desargues IA 


设 由 Desargues 平面 中 任 取 一 直线 ! 及 其 上 两 不 同 点 0, 1. 
以 0, 7 作为 0 与 1, 依 1.5 节 可 定义 一 Desargues HA N=N(, 
0,1). 本 节目 的 在 于 证 明 这 一 Desargues 数 系 实际 上 与 1, 0,1 
的 选择 无 关 ， 而 由 Desargues 平面 所 唯一 确定 ， 换 言 之 有 下 述 定 
JE, 

定理 1 在 直线 1 上 任 取 两 点 0 关 了 7 以 之 作为 0 与 1;, 依 1.5 
PATENXEI Desargues 数 系 N 与 1 以 及 0 与 了 的 选取 无 关 ， 

证 在 平面 上 另 取 一 直线 1 以 及 其 上 两 不 同 点 0' 与 1， 以 
之 作为 0 与 1, 以 定义 Desargues 数 系 N =N(,0,T) Z 
意 指 NN 与 N' 同 构 , 即 有 一 一 对 应 
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F:N>N 
使 在 FF 下 0 与 0 对 应 ，1 与 1 对 应 ,而 保持 了 数 系 的 加 法 与 乘法 ， 
即 对 任意 a EN， 有 
Fla + b) = F(a) + F(b) 
F(a b) = F(a)- F(b) 
为 证 此 ,将 分 若干 情形 分 别 进 行 讨 论 ， 
第 一 种 情形 : ! 与 相交 于 一 点 0 一 0', 见 图 1.31. 


1.31 


NIEE-ANEXAI 时 试 作 XXIE 5. RFR, 
Æ X=] hf, 即 取 X=. 车 和 对 应 于 数 xEN， 则 X' 在 入? 
中 所 对 应 的 数 将 记 作 x'"。 今 依 
Fls) = x 
定义 对 应 关系 
F:N>N 
特别 有 
FO) = 0’ RCI 一 1 
即 N 中 的 0 与 1。 于 是 定理 相应 于 对 任意 a,b€EN 有 
Ca tL) =a + 
与 | 
(ab) = a'h’ 
先 证 (a 十 5》 =a th 如下. 
x 4, B 在 1 上 各 对 应 于 a, bEN, X 4', B' 在 1' 上 各 对 
应 于 a,bEeN, Œ A=B 又 在 4 或 B 一 0 kf, @+b)= 
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图 1.32 


1.33 

如 图 1.32 或 1.33 ,此 时 有 AALI, BB SIL. SE mOBOB', 
又 过 8 作 0CJAB,oOcC AB 各 与 I! XF cCc,c. 则 依 N, 
N 中 加 法 定义 ，C, C' 各 对 应 于 a 十 bEN, a +b'eN, 

Kl A044' 与 AQB'B 的 三 组 对 应 边 互 相 平 行 ， 故 依 Desa- 
rgues 公理 Di, 00, AB’, AB 互相 平行 ,或 交 于 同一 点 P。 对 于 
前 一 情形 ,有 C= 二 C==0 一 0 Kurt = 二 (4a 十 45). 
如 所 欲 证 。 对 于 后 一 情形 ，AQCC” 与 APAA 中 ， 对 应 顶点 的 
连 线 共 过 0 点 ,而 OC/PA, OC'/PA, 因而 CCVL44。 i 
CC'HIU 而 仍 有 la tby =at, 

次 证 (ab) = ad WTF. 

记 4, 4', B, B' 如 前 , 在 4 一 B 或 4,B 之 一 与 0 或 了 
相同 时 ，(ap) = ab 容易 验证 , 故 以 下 将 设 4, B, O, 1 都 不 
相同 . | 

fE BD/TA SIZXTD,XVEBD'/1I4 与 1 交 于 D', 则 D 
对 应 于 abe N, D) 对 应 于 abe N., R IL 不 与 14 平行 , 因 
而 二 者 交 于 一 点 , 设 为 P， 如 图 1.34， 此 时 BD 也 不 与 BD E 
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图 1.34 


行 而 交 于 一 点 ， 设 为 应 用 Desargues 公理 Di 于 A17 与 
ABB'O, "IM PO 应 有 通过 0 点 ， 再 应 用 Desargues 公理 D, 于 
APAA 与 A0DD'， 可 知 DDYyAaA. 因而 DD'YI1 而 有 
(ab) = a'b'. METRKIE. 


图 1.35 

次 设 14'Y1'A4. 上 面 的 证 明 失 效 ， 故 须 重新 证 有 明 . 如 图 
1.35。 为 此 过 4 作 直 线 平 行 于 1', 又 过 7 作 直 线 平行 于 1， 二 者 交 
FP. 过 B' 作 BoA/ 与 OP RFO. MH Desargues A D: F 
APAI 与 A0DB', 可 知 P41/0D. 故 OD/V m OB’OD 是 平行 
四 边 形 ， 应 用 1.2 节 的 定理 于 208B’0D, 2COIPAM DAAIT, 
可 知 诸 相 应 对 角 线 的 交点 R 是 B',D 的 中 点 ,S 是 4, 7 的 中 
点 ，O 是 4, 7 的 中 点 ， 从 AI 得 知 两 边 上 中 点 的 连 线 085/ 
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II. 由 此 知 ADBB’ 中 R 是 BD 的 中 点 , 且 OR/BB', Ki 
OÈ B,D 的 中 点 . 交换 17 知 也 应 有 0O 是 B,D 的 中 点 。 
M AB’DD’ BIA DD’/OR, 因而 DD'YBB'NYI1', mhg (ab) = 
ab, 

这 一 直接 的 几何 证 明 过 于 纾 曲 ， 实际 上 可 应 用 已 知 数 系 的 性 
质 简 证 如 下 ， 由 上 .4 节 的 命题 4 与 1.5 节 的 中 点 概念 知 4 一 一 1， 
a = 一 1', 因而 DD 对 应 于 ab 一 (一 1)6 一 一，D' 对 应 于 zx 一 
(一 1 一 — b. 由 前 已 证 明 的 关于 对 应 FF 保持 加 靶 运 算 的 结果 
Aa 

(-b) +b = ((-b) +y =V 


改 
(=y = e 
或 
| (ab) = ab’ 
An PARKIE. 


同样 , 在 证 明 (a +b) ma tb 时 ,对 于 4B'YA'B 的 情 
形 也 可 将 直接 的 几何 证 明 易 为 数 系 性 质 的 简 证 . 比较 这 里 的 两 种 
证 明 方法 ， 即 从 几何 公理 出 发 的 几何 直接 证 明 与 根据 数 系 性 质 的 
代数 证 明 ,前 者 的 添 线 不 易 想 到 , 论证 步骤 无 据 可 循 , 而 后 者 依据 
”计算 容易 找到 思考 规律 , 因此 为 证 明 的 机 械 化 提供 了 可 能 性 ， 这 
里 所 举 的 只 是 比较 原始 的 实例 . 
第 二 种 情形 : ıfUV BE Woo. 
.对 7 上任 一 点 XX 关 0O 作 XX' J00 5r Rf X. Æ X, XY 
各 对 应 于 EN 与 EN, WEX 


F:N>N 
为 | 
F(x) = x’ 
又 置 
FO)=0' 


于 是 在 F F, N 中 的 0,1 各 与 V' 中 的 0,1 对 应 , 即 


F(0) = 0 Fi) 1’ 

SEL 上 任 取 4, B 各 对 应 于 a,b, NEU ERS, B 名 
对 应 于 a, b EN, 于 是 A4,BB 都 与 00' 或 11' 平行。 M 
证 

(a tb) mad tH 
(ab) = a'b | 

先 证 (a 十 8) 一 a 十 b。 在 4 或 B 等 于 0 时 其 为 显然 ; 故 - 

可 设 4, B 都 不 等 于 0. 


图 1.36 

如 图 1.36, 作 B'C/0'4 与 1 交 于 C, 则 因 08B8’0 是 平行 
四 边 形 ， 故 依 加 法 定义 C 即 对 应 于 a 十 bEN。， AR, AX B E 
BC/0oA 与 1 XF CN C 对 应 于 atk eN., Hr oOAA'O 
对 和 角 线 的 交点 为 P。 因 BC, B'C &5 04,04 平行 , 因而 也 
, 必 相 交 于 一 点 ， 设 为 0。 应 用 Desargues 公理 Ds 于 APO0' 与 
AQBB', IJ% POJI]. 再 应 用 Desargues AED, 于 APAA’ 
与 A0CC'， 可 知 CCV44。 因 而 CC'Y00' 或 即 (“+b)= 
a +rb. WPK. 

WIE (aby = a'b” 如下. 

若 B 等 于 I 或 0, 因而 了 等 于 也 或 0 时 , 等 式 是 显然 成 立 
的 ,以 下 设 B #1, B 关 0, 同样 可 设 4 关 1，0. 

如 图 1.37, 此 时 BU 5 00' 交 于 一 点 E’. XIE IE/BE 
与 00' ZF E. MH Desargues 公理 D; 于 AIAE 与 Al’A’E, 
可 知 AESA E, N m REENT S'E 与 1 的 交点 DD 即 对 
应 于 ab EN。 今 过 B' 作 BFYLE 与 00' 交 于 ,又 过 F 作 
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FD/AE 5V XF D, 则 依 乘法 定义 ，D' 即 对 应 于 aeN 
应 用 Desargues AMD, F ABDE' 与 AB'D'F, 可 知 DD'’/ 
BB’. 因而 DD’/00' REN (aby = ab'"。 如 所 欲 证 . 

第 三 种 情形 : ' 与 上 不 重合 ， 不 平行 , 且 ! 与 的 交点 不 等 
于 0 与 0 。 


如 图 1.38， 此 时 可 过 0 作 直 线 IV, FE EMI”, 使 
1'1"Y0'0. © O = 0", EZEIEU 0”",1” 为 0 与 1 作 Desa- 
rgucs 数 系 N”"。 则 由 情形 1、N 与 N” 同 构 , 设 此 同 构 为 F:N 一 
N”, 而 F(0) 一 0"，E(1) = 1”, 又 依 情形 2, 有 同 构 F:N”’> 
N 使 F'(0”) 一 0 五 (17) 一 1'。 由 此 知 N 与 N' 在 FF 下 同 
构 且 使 0,1 彼此 对 应 , 

显然 一 般 情形 都 可 至 多 假 助 于 一 第 三 直线 而 归结 于 以 上 三 种 
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情形 .至 此 定理 完全 得 证 . 

定理 1 已 证 明了 任 隐 直线 1, l 所 定 两 个 Desargues 数 系 彼 此 

同 构 , 即 
F:N, 0, 1) ~ N(1', 0', r) 
不 仅 如 此 ,我 们 还 将 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 2 上 式 中 的 同 构 F 可 以 唯一 的 方式 确定 ， 即 两 Desa- 
rgues 数 系 间 有 确定 的 (canonical) HAEE. 

为 证 此 ,请 先 注意 在 定理 1 的 证 明 中 ,用 到 了 两 种 类 型 的 同 构 
对 应 关系 .它们 相当 于 证 明 中 的 第 一 种 情形 与 第 二 种 情形 , 各 记 
之 为 Fi 与 Fn。 在 第 一 类 同 构 对 应 Pi p, 2, /是 两 不 同 直线 , 相 
XT 0 一 0'. 在 第 二 类 同 构 对 应 Fn 中 ,1,7 是 两 不 同 的 平行 直 
线 ,其 中 00'Y11'. 今 设 有 一 串 连 结 两 Desargues 数 系 N 与 N' 的 
同 构 对 应 : 


F, F, 
N = NCI, 0,1)> NCl» O,» 11)—> N, O2» 1,) 


>, SNCs, Ons La) > NC, 0', I) =N' 
则 欲 证 明定 理 , 显 然 只 需 证 明 不 论 中 间 的 同 构 为 Fi 还 是 Fr RA 
所 得 的 结果 Fra FaFa 都 相同 即 可 . 
在 证 定理 2 之 前 , 先 分 述 若 干 简单 的 论断 如 下 . 
1. 相 继 两 不 同类 型 的 同 构 对 应 实施 的 先后 次 序 可 以 颠倒 ， 即 
FiFn = FuFi. 
详 言 之 如 下 . 
设 
Fı:N(},» O,» 1) = N(l, Oz» 1;) 
为 第 工 类 同 构 , 又 设 
| Fı:NCl,, O,, I) = N(l, O3, 13) 
AE IRAHA. 如 图 1.39 ,过 0: 作 uh, 又 过 五 作 Lly 0:0: 
Lh 与 4 交 于 4， 则 有 第 I 类 同 构 
i Fi :N(l, Ois I) = NCl Os I4) 
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图 1.39 


这 里 O, = 0O,, 又 有 第 I 类 闻 构 
Fir: NCO, Os, 1) = NCh, Os L) 
我 们 将 证 FiF1 的 次 序 可 颠倒 为 FuFi. 
Æ 1, 1;, 1， 在 同一 直线 上 , 则 714 也 在 这 一 直线 上 . 这 时 
FiFu = FaF; NCh, Oi, I) ~ NCh, O3, la) 
其 为 显然 , 故 以 下 将 设 7 lo 1; 不 在 同一 直线 上 . 

应 用 Desargues 公理 D: 于 A0, 5 AO:121， 得 Il) 
II. SU 上任 一 点 X(# 0,1) 作 Xı% 700, Xh 于 
Xi; WERFEN Af/ Tl, Zh F X; XiX; 作 XX lli X 
WTA. 应 用 Desargues 公理 Di F AO4AXIXK4 与 A0;X:X3, 得 
XiXs/YX2X3， 因 而 也 平行 于 1;1: 和 17,14， 由 定义 知 

F(X) =X F(X)=X; 
Fı (X) = X4 FrCX4) 一 X; 
WH XX, 关 O01, 7 有 | 
FıFu(X;) = FuFi(X) = X; 
在 X= 0,1 时 上 式 更 为 显然 = 0, 1), $ 
F;ıFı = FiFi 

同样 , 若 有 相继 两 不 同类 型 的 同 构 对 应 Fofo MAR Fi 与 
Fis 使 FuFı = Fi Fiir. 这 就 证 明了 l, 

2. 相 继 实施 两 第 I 类 型 的 同 构 对 应 

Fi: NCl Ois I) = N(h,, Oz I) 


* 4] oè 


与 
Fi NCl Oz» 1,) 入 NCI, O;; 1;) 


在 h hL 不 同时 ,可 合并 为 一 第 I 类 型 的 同 构 对 应 
Fi = Fi Fı:N(l, 0, L) = NCh, O5 L) 
WERHEZ s IANA > 可 
参阅 附 图 1.40. 
3. 相继 实施 两 第 IN 
类 同 构 对 应 
Fi: N(i» Os I) 
= NCl, O: 1;) 


— 


Fii: NGC1,, O» Ih) 
= NCl, Oz, 13) 
在 hsh 不 同时 ， 可 合并 
为 一 第 开 类 的 同 构 对 应 
Fi = FıFi: 
| NCl O» L) 
1.40 =~ N(l;, Oz, 1) 


O; =0, =0; f Xi 


证 明 参 阅 图 1.41. 


Æ 1.41 
4. 设 相继 两 第 I 类 同 构 对 应 
Fı:N(l Op 4D) = NCl, O,, 1;) 
Fi:N(L,, O2 I) = N(l, Os, L) 
其 中 0, 一 0: 一 0:;， 而 始末 两 底线 相同 , 即 4 = 1;， 则 中 间 的 底 
线 1, 与 1; 可 任意 易 为 男 一 底线 4 与 11,。 即 作 同 构 对 应 
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FI:VC O I) NO Oy 14) 
FI :NO 0, I) = NCl, O, L) 
其 中 0, = O, 时 ,应 有 
FiF; = Fi Fi 


证 明 可 参阅 附 图 1.42。 若 Xo 05, u BEI: ou Em 
XX lilis XX T1213， XXa llas WIM Desargues 公理 可 得 
XX las BR 

FıFı(X,) = Fı Fi (X}) 一 X; 
B) FF 与 中 间 lo h 的 选择 无 关 . 
我 们 称 FiFi 为 第 II 类 同 构 对 应 , 记 作 Fu 等 。 
5. 设 相继 两 第 II 类 同 构 对 应 
Fı:N(l, O, I) = NCh, O3 l) 
Fu:N(L, 0, I) = NCh, O; L) 
其 中 Mhs h/h» mel, WPR h 5 0 PERAN 
A-KRUSO. AN 
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FuFu:N(l, 0, 1) = NCh, Oz, 13) 


称 为 第 IV 类 同 构 对 应 , 记 作 Fw, Fv, FF. 
证 明 与 (4) 相 仿 , 见 图 1.43. 


6. 相继 实施 两 第 II 类 型 的 同 构 对 应 
Fn:NQO, 0,1) œ NCl, Oi I) 
Fin: :NG O;; I) ~ NCl, 04, 14) 
其 中 0, =0,=0,=0, 7 一 17， 可 合并 为 一 第 HI 类 型 的 同 
构 对 应 . 
盖 依 4 ,我 们 可 取 过 0, 的 与 1 不 同 且 又 彼此 不 同 的 直线 i 与 
lo» 并 在 上 取 1; 与 16， 又 置 0; = 06 一 0， 使 
Fu = FIF: Fiu 一 Fi* Fi 
这 里 
Fii NCh, O01 L) ~ NGs, 05 1,) 
F¥:N(l;, 0, 1) = N(,, Oz L) 
Fi :N(1, Oz, 1) = N(Cle, Oss 1) 
Fi: Nes Oss Is) = NClis Oas 14) 


都 是 第 了 类 型 的 同 构 对 应 ， 今 依 (2)，FiF} 为 一 第 工 类 型 的 同 构 
对 应 ,同样 ，(FiF?) Fi 亦 为 一 第 I 类 型 的 同 构 对 应 ,于 是 Fin Fi 
一 Fi*((《FiF$)i) 为 一 第 三 类 型 的 同 构 对 应 . 
同样 可 得 ; | 
7. 相继 实施 两 第 IV 类 型 的 同 构 对 应 可 合并 为 一 第 IV 类 型 
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的 同 构 对 应 ， 

今 可 如 下 作出 定理 2 SIEH, 

AAH EH L I 两 种 类 型 的 同 构 对 应 相继 实施 所 得 的 对 
应 

F:N(1, O, 1) = NCU, 0O', 1’) 
依据 1， 颠 倒 这 一 串 中 第 I 与 第 II 类 型 的 同 构 对 应 的 次 序 ， 可 使 
F 成 为 先 实施 一 串 第 工 类 型 的 同 构 对 应 再 实施 第 1 类 型 的 同 构 
对 应 的 组 合 ， 依据 2 与 6， 可 将 一 串 第 I 类 型 的 同 构 对 应 的 组 合 
合并 为 一 第 1 或 第 II 类 型 的 同 构 对 应 。 同 样 依据 3 与 7, 可 将 一 
ER 工 类 型 的 同 构 对 应 的 组 合 合并 为 一 第 荆 或 第 IV 类 型 的 同 构 
对 应 。 因此 ， 原 来 的 F 必 可 等 同 为 以 下 八 种 类 型 的 同 构 对 应 之 
Fis Fin Ems F ivyo FrPr， FiFiys Fu Fis FınFıy 

今 记 恒 同 同 构 为 Fo 并 设 以 上 八 种 同 构 对 应 中 的 Fms Fiy 都 非 
恒 同 同 构 ， 则 原来 的 同 构 对 应 五 将 等 同 为 下 面 九 种 类 型 同 构 对 应 
之 一 ,其 几何 特征 如 下 所 示 : 


F, l= 0O=0 I= 

FE: ll ir 0=0 (=IN!) 

Fu lÆ? ıfr oo’%Ir 

Fu l=} 0 一 0' I£Tr 

Fwy l=} 0 #0 (01) = (0T) 


FıFn LÆ} IW 0 关 0 0' 不 在 ! 上 
FiFiy 1¥1 WP 0=#20 0’ 在 1 上 
Fufuni#l Wr oodir 

FimPiv 1 一) 0#0'(0OI)&#(o'Tr) 

从 上 可 知 , 九 种 不 同类 型 的 同 构 所 对 应 的 几何 特征 各 不 相同 ， 
参见 图 1.44. 同 构 对 应 下 根据 Ll, O, 0', I1, T 的 几何 特征 即 
可 得 知 必 为 以 上 九 种 类 型 同 构 对 应 之 一 , 且 这 一 对 应 由 7 ,0， 
0,I,! 已 完全 确定 。 因而 从 数 系 NG O0, 1) 到 NU, 0’, 
1')， 不 论 其 经 过 的 一 串 第 LU 类 同 构 对 应 为 何 ， 最 后 所 得 的 同 
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FaFa: 
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构 对 应 下 已 由 这 两 数 系 所 完全 确定 。 这 就 证 明了 定理 2。 

由 本 节 定 理 1, 可 知 在 任意 直线 上 任 取 两 不 同 点 作为 0 与 
后 , 即 可 确定 一 Desargues 数 系 , 且 这 些 数 系 彼此 同 构 . 由 本 节 定 理 2， 
又 知 这 些 数 系 间 的 同 构 可 以 唯一 地 确定 。 因 此 我 们 可 将 这 些 数 系 
在 唯一 确定 的 同 构 之 下 恒 同 为 一 个 数 系 ， 记 之 为 NN, WEN 与 每 
一 直线 上 的 任 一 Desargues 数 系 NCG, O, 1) 间 都 有 确定 的 同 构 
| F:N ~ N(1, 0, 1) 
由 于 N 是 一 特征 为 0 的 数 体 , 故我 们 将 称 NN 为 原来 Desargues 平 
H Desargues 几何 的 附属 Desargues Ai, 一 般 说 来 ， 它 非 
数 域 ， 即 乘法 交换 律 一 般 不 成 立 。 其 成 立 与 否 与 Pappus 公理 或 
Hilbert 所 称 ( 交 线 ) Pascal 公理 有 关 ,参见 下 章 第 1 D., WAR De- 
sargues 数 体 随 所 孝 虚 的 几何 而 异 , 但 它 已 充分 反应 了 原来 几何 的 
特性 。 事实 上 ， 原 来 的 几何 可 从 它 的 附属 Desargues 数 体 复原 出 
来 ,参阅 Hilbert 原著 或 一 般 的 几何 基础 著作 . 


附注 ”本 节 定 理 2 的 内 容 并 不 简单 。 事实 上 , 在 投影 几何 中 ，, 如 果 只 假定 所 谓 关 
联 公 理 、 无 限 公理 ,以 及 与 Desargues 公理 相当 的 公理 , 而 不 再 假定 其 它 ， 则 相应 的 定 
理 1 成 立 ; 而 相应 的 定理 2 不 成 立 . 详 言 之 :在 上 述 那些 公理 的 假定 下 ， 若 在 任 一 直线 
上 取 定 三 不 同 点 作为 0?1>co 即 可 确定 一 Desargues 数 体 《co 除外 )、 且 这 些 数 体 彼此 
同 构 。 但 除非 有 另外 的 假定 ,如 所 谓 Pappus 公理 ,这 些 同 构 将 是 非 确 定 的 (non-Cano- 
nical)。 只 是 在 Pappus 公理 的 假定 下 ， 才 能 证 明 所 谓 投 影 几 何 的 基本 定理 ， 并 在 诸 
Desargucs 数 体 之 间 建 立 确定 的 同 构 对 应 以 及 证 明 乘 法 交换 律 成 立 而 成 为 一 个 数 域 。 
这 些 证 明 都 不 简单 ， 是 投影 几何 基础 中 最 为 深奥 的 部 分 ， 参见 一 般 的 投影 几何 著作 或 
本 书 第 六 章 6.2 节 。 


1.7 Desargues 平面 几何 的 坐标 系 


依 1.5 和 1.6 节 ， 在 Desargues 平面 中 可 唯一 地 确定 一 Desa- 
rgues 数 系 N, 使 在 任 一 直线 上 选 定 两 点 0 与 1 后 , 该 直线 上 的 后 
即 与 数 系 N 中 的 数 一 一 对 应 , 其 中 O 对 应 于 0,1 对 应 于 1。 由 此 
运用 通常 的 解析 几何 方法 即 可 以 建立 平面 坐标 系 ， 使 平面 上 的 点 
与 NxN 中 的 数 偶 一 一 对 应 , 详 述 如 下 . 
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如 图 1.45， 在 平面 上 任 取 两 相交 直线 六 5h, ZAAO. 在 
L5 h EZENAATONSALSIT, 于 是 以 0, L, 对 应 于 0， 
1， 可 使 i 上 的 点 与 N 中 的 数 以 确定 的 方式 一 一 对 应 。 又 以 0， 
hL 对 应 于 0, 1, 可 使 !; 上 的 点 与 N 中 的 数 以 确定 的 方式 一 一 对 
应 。 如 通常 那样 ，0, 1,, 1, 1, h 等 构成 一 个 坐标 系统 ， O 称 为 
原点 b h ARE SET Io h 称 为 单位 点 。 


图 1.45 

今 设 平面 上 一 点 P?。 当 P 不 在 1! 上 时 ,过 P 作 4 的 平行 线 po 
否则 命 m. ARP REL Eih, f ps 为 过 P 了 而 与 如 平行 
的 直线 ， 否则 p: = I. 设 #219 Pi 各 与 l h 交 于 Xis X3» 所 对 
应 N 中 的 数 各 为 x1，x;， 则 

P<—> (2,2) 

显然 在 平面 上 的 点 与 N x N 的 数 偶 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 关 
Ro 和 与 各 名称 为 上 述 坐 标 系 中 点 的 第 一 坐标 与 第 二 坐标 ， 
(xis x2) 称 为 P 的 坐标 表示 ; 记 作 ， 
| P = (x, x) 

取 定 一 坐标 系 后。 点 与 坐标 间 的 一 一 对 应 关系 使 几何 图 形 的 
性 质 与 关系 得 以 通过 数量 与 数量 关系 来 表达 ， 即 所 谓 几何 的 代数 
化 . 今 以 Desargues 几何 中 几 个 最 基本 的 几何 关系 作为 实 例 说 明 
AT. 

[ 例 1] 设 R= (21> z2) 是 两 点 P= Cxi» xa) 与 o= (yis 
y) 的 中 点 ,试用 数量 关系 来 表达 这 一 几何 关系 . 
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图 1.46 
如 图 1.46, 试 过 P, O, R 各 作 直 线 p,，gq,, rs EUP OR 
R 不 在 hL 上 时 ,这 些 线 与 h FT, ZUMAL. mn qo n 各 与 
1 交 于 点 Xo Yo Zo AHMAT NPER xo yo 2. BIER 
时 ，Z; EAAS (Xo Y) OHR. 依 1.5 节 的 中 后 概念 ， 应 有 
2z1 = xz, + yo 同样 有 22 一 和 十 久 。 反 之， 若 三 个 点 已 一 (za 
x2)， Q = (yi y2) R = (zi， z2) 的 坐标 间 有 关系 
22, x, ty 2z: ™= x% F y: 
IA RUES (P, 0) 的 中 点 ， 故 上 两 式 给 出 几何 关系 “RR 是 
(P, 0) 中 点 的 代数 表达 式 . 
对 此 实例 之 所 以 不 厌 其 烦 地 叙述 ， 其 理由 可 见 第 三 章 3.1 


节 . 
”[ 例 2] 设 四 点 
P= (xi x) Q = (yi, y2) R = (zs g3) 
S = (u, t2) 
其 中 P0, RÆS, 求 几何 关系 PQ 与 RS 两 直线 平行 或 相 重 
的 相应 数量 关系 ， 


为 求 出 这 一 数量 关系 , 先 证 二 引 理 如 下 . 

引 理 1 ig P= (x, r), Q = (yi, y), WMP 产 90。 在 第 一 
Ail ERA 4, 对 应 于 N 中 的 数 y, 一 x+， 又 在 第 二 轴 1s: 上 取 点 
4; 对 应 于 N 中 的 数 x 一 yo W 44A: 5 PO 平行 或 相 重 ， 

证 今 只 考虑 P, 0 都 不 在 L, h 上 , 且 PO 不 经 过 原点 O 也 不 
PFT ho 六 的 情形 ， 如 附 图 1.47, 过 P 作 PX/la PX 各 与 
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I; 


ls BEFXR Xo Xİ OY/hs, OY #5 hs h XF 
Yis Ya M Xis Y, 各 对 应 于 NN 中 的 toyo M Xo Yi 各 对 应 于 
N 中 的 Xis Yie 由 于 (va) + r = ys 故 由 L 上 的 加 法 定 
XA PY,VX;4,。 同样 ,由 于 在 i; 上 有 (x, 一 yı) + yi ™ Xis 故 
有 OXJYıd. A PRAY 是 平行 四 边 形 ， 故 由 1.2 市 中 的 定 
理 , 两 对 角 线 PA 与 X,Y, 互相 平分 。， 辣 样 ， 8X2As3Y， 的 对 角 
R 04; 5 XY, 也 互相 平分 ， 因 而 PA, 04, XY, 三 直线 共 过 
MA (PA); (04), (XYD 的 共同 中 点 。 今 应 用 Desar- 
gues 公理 D; 于 APOX, 与 AAıdıY» MAI AANPQO: UBER 
证 . 
对 于 其 它 情形 ,以 上 证 明 失 效 , 而 须 另 行 逐一 验证 , 其 理由 仍 
见 第 三 章 3.1 H. 这些 证 明 虽 容易 但 很 烦 珊 ,这 里 将 一 概略 去 。 

引 理 2 设 坐 标 轴 1, 上 两 点 4，B 各 对 应 于 NN 中 的 a,5b, 1! E 
两 点 C,D 各 对 应 于 N 中 的 cc, 4. ZA, CHART 0, 因 而 sa， 
c 有 定义 。 则 两 直线 4C 与 BD 平行 或 相 重 的 充 要 条 件 为 

ab = c`'d 

证 我 们 将 设 4C 与 BD 平行 或 相 重 以 证 ah ~ cd， 其 

逆 定 理 容易 由 此 得 出 ， 
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下 面 将 设 4, B 都 不 同 于 1, C, DERAF» X AC) 
BD (因而 不 由 重 合 ), 且 部 不 与 11, 平行 。 


图 1.48 


在 以 上 这 些 条 件 限制 下 , 如 图 1.48, 可 过 7, 作 LA/h4, 5 
LXT Ağ LE L/LC, 51, 交 于 C, 则 由 乘法 定义 , 4,C 
各 对 应 于 NN 中 的 a ! 与 71. 今 过 B 作 BF/LA 交 1, 于 F, 又 过 
D 作 DELCE X1, FE, 则 仍 由 乘法 定义 ，B，F 各 对 应 于 N 中 
的 cd 与 at. 我 们 须 证 ah = cd 或 EF/Il. 

为 此 过 EE 作 EF'Y11, 与 1 交 于 F， 则 F' 与 E 都 对 应 于 
cd, 由 于 AC 不 平行 于 Lil 故 与 II; 交 于 一 点 , 设 为 G. 由 于 
BD, EF' 各 与 AC, Lli 平行 , 故 也 必 交 于 一 点 , AAH. MA 
Desargues 公理 D, F AGIC 5 AHED, 可 知 HG 经 过 OO 点， 再 
应 用 Desargues 公理 DD; 于 AGAI, 与 AHBF, M BF’/ 41,. 
因为 BF/Al, k BF 与 BF 重合 ;所 以 F 与 F' 重合 , 即 

atb = cd. 
如 所 欲 证 . 
对 于 其 它 情形 ,也 不 难 一 一 验证 ,这 里 一 概 从 略 . 
附注 引 理 2 中 的 条 件 在 8,D 也 不 同 于 0 时 ,可 改写 为 


bia = d'e, 


但 由 于 在 Desargues 数 系 中 冬 法 交换 律 一 般 不 成 立 ， 因 册 不 能 改写 为 ba = de, 
参阅 第 二 章 2.1 证 ， 


EFA 2, 我 们 有 下 面 的 定理 : 


定理 1 iz 四 点 P = (x; x2)» Q = (Yis DE R = (21 22)» 
S= (u, m), HH P0, R#S, H PQ, RS 都 不 与 也 不 
与 1 平行 或 重合 , 则 PO 与 RS 平行 或 相 重 的 充 要 条 件 为 

67 — 2) Ka, 一 2)= (ya 一 x2) (ta 一 22) 

证 在 i! 上 取 点 4,B 各 对 应 于 和 NN 中 的 一 xX mon. 
又 在 i, 上 取 点 C, D 各 对 应 于 六 中 的 mn ya 20m. N PO 
不 与 1 平行 或 重合 , 故 x 天 加， 因而 4 不 同 于 0. AE B, C, D 
也 都 与 0 不 同 。 由 引 理 1, 4C 与 PO 平行 或 相 重 , BD 与 RS 平 
行 或 相 重 , 故 PQ 与 RS 平行 或 相 重 的 充 要 条 件 为 4C 与 BD F 
行 或 相 重 ， 由 引 理 2, 后 者 的 充 要 条 件 为 

(y 一 za — z) 一 《za 一 ya) (za 一 3) 
亦 即 所 要 证 明 的 那 一 式 。 显然 这 一 条 件 也 可 改 为 
(za — 2) (ya) 一 《za2 一 u) Cra — y2) 

[ 例 3] 把 一 图 形 中 的 点 (x x2) 所 应 满足 Xis x3 J RI a 
条 件 称 为 该 图 形 的 方程 。 求 一 直线 的 方程 以 及 一 点 在 一 直线 上 的 
充 要 条 件 ， 


1.49 
设 直 线 为 工 , 点 为 P = (rs x;)。 ALS (或 1,) 平行 或 重 
合 , 则 工 的 方程 显 有 形式 
x 一 5 (或 r= c) 
其 中 < RER NETILSUKUINZR. ME 1.49, 
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O=X, L> 


图 151. 


如 图 1.50, 设 工 不 平行 于 4, b 而 与 1 相交 于 C, 而 C 对 应 于 
N 中 的 数 c, 先 设 工 不 经 过 .此 时 可 过 了 7 作 1A 平行 于 工 , 而 与 
1; 交 于 4, 对 应 于 N 中 的 数 a #0. ec 与 a 都 由 直线 工 所 确定 ， 
今 设 P= (wi, xa) 在 L 上 ,但 不 在 以 或 ls 上 过 P 作 pf his p: 
Ls 5h, LZZ F Xs X. 又 过 X 作 KZL, SATZ. 
则 X X AHAT N 中 的 r, ža» M RIRASE N, Z 对 应 于 ar. X 
依 加 法 定义 有 
| | as ty, =c 
如 图 1.51， 若 PP 网 在 LK 上 又 在 i 上， 则 有 n=0. 而 C 对 应 于 
< 一 ar, Ali x,» 仍 满足 上 面 的 方程 。 XZPMELLXE 
LE, BU P= C, W xn =0, rn 一 c， 因 而 r, n 也 仍 满足 上 面 
NIE, 

如 图 1.52, 最 后 设 工 仍 不 平行 于 4, 六 而 经 过 六, MCALS 
1; 的 交点 ， 对 应 于 N 中 的 < #0, 则 如 前 证 , 工 上 的 任 一 点 P= 
(xis x2) 应 满足 方程 | 
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er, Er =c 
反之 , 可 知 满足 以 下 方程 之 一 的 所 有 点 P = (2,2) 都 在 一 
确定 的 直线 上 : 


r =c 

axi 十 xa ce (a Æ 0) 
概括 各 种 情形 ,可 得 | 

定理 2 平面 上 的 直线 方程 为 

ax, F axti = ce 
其 中 Gis 6; 不 同时 为 0. 若 0 #0, 则 直线 与 l; 相交 ， 而 交点 对 
应 于 N 中 的 数 a'c, H a # 0, 则 直线 与 h 相交 ,而 交 乓 对 应 于 
数 ac. 
附注 ”由 于 Desargues 平面 的 附属 Desargues 数 系 的 乘法 一 般 说 来 是 不 可 交换 
的 * 所 以 上 面 的 直线 方程 不 能 写成 
wa 十 ana, 一 < 

训 实 上 这 样 的 方程 也 并 不 代表 一 条 直线 . 

[ 例 4] 设 三 点 P= E x)» Q 一 (yis Ys R == (zis 2) 
求 有 一 直线 能 同时 通过 这 三 点 或 三 点 共 线 的 充 要 条 件 ， 

显然 三 点 P, 9, R 共 线 的 充 要 条 件 是 三 点 中 至 少 有 两 点 重 
合 或 三 点 互 不 相同 而 直线 PO 与 PR 重合 。 因而 依据 例 2 的 引 理 ， 
充 要 条 件 为 以 下 诸 关 系 式 中 至 少 有 一 成 立 : 

l. sy 

2, m, ey 

3, a yi H. 7, = Ya 
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sen A 3-2 
Yi S 21 E y: T 3 
x, Æ yı n#Æy H 

yon) Han) Cya — x) (zs — ta) 
y, Æ 2 y Æ z H 

(zi 一 y) (ai 一 yı) = (z; 一 y2) Cra 一 y2) 
x, Æ Zi #2 H 

(x 一 z) (yı 一 2,) (z: 一 z3) "Wa 一 2) 
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第 二 章 ”垂直 几何 、 度 重 几 何 与 常用 几何 


2.1 Pasal 公理 与 乘法 交换 公理 
(无 序 ) Pascal 几何 


在 以 Hilbert 的 关联 公理 HI、( 加 强 ) 平行 公理 HIV, ERA 
理 与 Desargues 公理 也 为 基础 的 Desargues〈 平 面 ) 几 何 中 ,可 确定 
唯一 的 Desargues 数 系 人 , 称 为 几何 的 附属 Desargues 数 系 ， 已 见 
以 前 各 节 。 这 一 数 系 实际 上 是 一 数 体 (特征 为 0), 一 般 说 来 不 满 
足 复数 系 的 乘法 交换 公理 N13。 为 了 使 乘法 交换 公理 也 能 满足 而 
使 NN 成 为 一 个 数 域 , 必须 在 几何 中 引进 其 它 一 些 公理 。 一 种 方法 
ER Hilbert《 几 何 基础 》 一 书 所 指出 的 那样 ,引进 一 条 所 谓 Pascal‘ 
公理 , 这 里 Hilbert 所 称 的 Pascal 公理 实际 上 是 现在 通称 为 Pap- 
ps 定理 的 一 个 特殊 情形 ， 更 是 通常 投影 几何 中 圆锥 曲线 退化 为 
两 条 直线 时 的 Pascal 定理 的 特殊 情形 。 为 了 区 别 于 一 般 的 Pap- 
pus 定理 与 Pascal 定理 , 我 们 称 Hilbert 所 考虑 的 那 种 公理 为 线 
性 Pascal 公理 ,其 叙述 如 下 。 
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线性 Pascal 公理 见 图 2.1, 设 两 不 同 直线 ! SU 上 各 有 互 
不 相同 的 三 点 4，B,C 5 A,B,C,& 
BC'/B'C  AB'JA'B 
则 必 有 
4C2]4C 
在 这 一 氢 述 中 , 称 1 与 ! 两 直线 为 公理 的 基线 。 在 两 基线 相 
交 时 ,相应 的 公理 称 为 交 线 Pascal 公理 ，Hilbert 一 蔬 中 的 Pascal 
公理 即 指 这 一 交 线 Pasal 公理 。 在 下 面 记 作 公理 P, 有 时 还 记 
作 公 理 


或 
| IJABC | 
1/A4'B’'C’ 
这 一 公理 与 Desargues 几何 的 关系 ,将 分 以 下 几 点 来 说 明 . 
1. 基线 为 平行 线 时 的 线性 Pascal AH, 


这 时 这 一 公理 可 从 Desargues 几何 的 其 它 公理 推出 , 因而 实 
质 上 是 Desargues 几何 中 的 一 条 定理 .证 之 如 次 . 

由 于 ! 与 平行 ， 故 从 假设 CBCB 是 平行 四 边 形 , 因此 
由 第 一 章 1.2 节 中 的 定理 ， 对 角 线 BB, CC 互相 平分 ; 同样 ， 
4BA'B” 也 是 平行 四 边 形 , 而 44’, BB 也 互相 平分 ; 于 是 AA 
5 cc’ 也 互相 平分 。 而 仍 由 第 二 章 1.2 市 定理 ，A4CA'C” 也 是 
平行 四 边 形 , 故 有 AC/AC. MARKE WA22, 


2. ZER Pascal 公理 了 与 乘法 交换 公理 N13， 


CS 


图 2.3 


交 线 Pascal 公理 P 在 Desargues 几何 中 的 重要 意义 在 于 : © 
的 成 立 与 否 是 几何 的 附属 Desargues 数 系 是 否 满足 乘法 交换 公理 
N13 的 充 要 条 件 . 

为 说 明 这 一 事实 ， 先 设 公 理 了 ?成立 。 在 Desargues 平面 上 任 
取 一 直线 ? 与 其 上 两 点 O 与 了 以 定义 Desargues 数 系 , 使 0 对 应 
T0, 7 对 应 于 1。 在 !/ 上 设 两 点 4, B 各 对 应 于 N 中 的 a,b, 
Æ A=B 或 4,B 之 一 与 0 或 I 相同 时 ， ab = ba 是 显然 的 . 
为 此 如 图 2.3 设 A,B,0,I 彼此 都 不 相同 。 此 时 可 任 取 一 过 0 
而 不 同 于 /7 的 直线 ， 并 在 上 任 取 一 不 同 于 O 的 点 六 作 AB'/ 
IT’, BA/IT, RS l ZF B,A. 又 过 B' 作 B'CJ1'B, 5 
I ZTF CEV 上 定义 Desargues 数 系 认 ， 使 0O 对 应 于 0,1 对 
应 于 1，、 则 由 第 一 章 1.6 节 4 对 应 于 NN 中 的 b, 而 3 对 应 于 N 
中 的 a, 由 乘法 定义 知 C 对 应 于 5b4, 今 应 用 线性 Pascal 公理 

| IJABC | 
V[A'B'U 
即 知 4 CA 4。 因而 由 乘法 定义 知 C 也 对 应 于 ab. kab 一 ba, 
即 乘法 交换 公理 可 由 公理 P 得 出 。 反 之 ,也 容易 证 明 若 附属 Desa- 
rgues 数 系 N 的 乘法 交换 公理 成 立 , 则 交 线 Pascal 公理 P 也 成 立 ， 
即 几 何 公理 P 与 数 系 公理 N13 是 等 价 的 . 
由 上 面 的 证 明 还 可 知 : 若 Desargues 几何 中 Pascal 公理 对 其 
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|, 


成 立 , 则 乘法 交换 公理 成 立 , 因而 对 任意 另 一 对 相交 的 基线 来 说 ， 
交 线 Pascal 公理 也 成 立 . j 

3. 交 线 Pascal 公理 与 比例 理论 , 

Hilbert 在 《几何 基础 一 书 中 ， 普 经 应 用 全 合 公 理 HI 导出 
了 Pasa 公理 作为 定理 , 又 以 此 为 依据 建立 了 比例 理论 . 但 在 比 
例 理论 的 建立 中 , 仍 须 用 到 全 合 公 理 。 在 Bernays 关于 Hilbert 该 
书 的 增订 本 所 作 的 补充 中 ,曾经 简化 了 这 一 比例 理论 ,但 仍 使 用 了 
全 合 公 理 . 下 面 将 指出 ,在 Desargues 几何 中 ,只 需 假 定 交 线 Pa- 
sal 公理 P， 即 可 圆满 地 建立 比例 理论 ， 而 不 必 再 用 到 全 合 公 理 
《以 及 次 序 公 理 )， 但 如 果 不 假定 这 一 公理 P, 则 要 在 Desargues JL 
何 中 建立 比例 理论 将 是 不 可 能 的 ， 

为 说 明 这 一 事实 , 请 先 注意 第 一 章 1.7 节 中 曾经 证 朋 过 的 定 
理 : 

设 两 不 同 直线 !, 1 交 于 一 点 O， 在 !, ”上 各 取 不 同 于 O 〇 
的 点 7, 六， 并 定义 Desargues 数 系 凡 ,使 2 对 应 0,1, U’ 对 应 于 
1. 设 4,B 为 1! 上 不 同 于 0 的 两 点 ,各 对 应 于 N 中 的 数 a, 5, X 
C,D A! 上 不 同 于 O 的 两 点 ,各 对 应 于 AN 中 的 cd, N 4C 与 
BD 平行 或 重合 的 充 要 条 件 为 

a`™'b == c`'d 
或 
ba = d`e 
首先 指出 ,在 Desargues 几何 中 ,如 果 不 假定 交 线 Pascal 公理 
P 的 成 立 , 则 一 般 说 来 上 面 的 充 要 条 件 不 能 改写 为 
ba'=dce" 
或 | 
abe cd” 
为 证 此 ， 可 如 图 2.4 设 4, B 都 不 同 于 0, 1( 对 于 相反 的 情 
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图 2.4 


形 自 然 可 改写 成 上 面 的 形式 )。 为 简单 起 见 ， 试 考虑 D= R 
d= 1 的 情形 。 这 时 据 前 证 定理 从 AC/BD 有 
a'b = c 3 b'a =c 
我 们 须 证 : 不 假定 公理 P 则 从 AC/BD 不 能 得 出 
ba = cç! W ab™'! = ç 
HFa 5b E axo, 5b 六 0 时 可 以 是 任意 非 0 的 数 , 故 这 一 
结论 可 直接 由 上 述 2 得 出 。 现 试 重 证 如 次 . 
为 此 过 工作 IEYBD, 与 1 交 于 E, 则 由 第 一 章 1.5 节 知 五 对 
应 于 总 的 逆 元 素 4:。 KEP EFJAD, 5132F F, MFX 
应 于 N 中 的 as". 如果 Pascal 公理 了 成 立 而 应 用 之 于 
| I/FAI | 
1’'/DEC 
即 得 CF/DI, HE ab"! = c, 反之, 若 Pascal 公理 P 不成立 ， 
例如 
Peak | 
’/DEC 
不 成 立 , 则 可 取 l =D, 并 作 ITB/IE,SIZTB,TE CF 
不 平行 于 1D. 若 设 4A, B HMT a,b, C 对 应 于 c, 则 FF 仍 对 应 
Tab", m CF 不 平行 于 ID 即 意味 着 abee 由 此 知 在 一 
般 情 形 下 ,从 ACYBD 可 得 ae22 一 c 4， 但 不 能 得 ba t =de, 
因而 要 建立 合理 的 比例 理论 是 不 可 能 的 ， 
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但 若 假 定 交 线 Pasel 公理 成 立 , NH 2, 乘法 交换 公理 成 立 ， 
ik ACBD 的 条 件 a'b = cd 不 仅 可 以 改写 为 ba™ de, 
且 可 改写 为 

ad = bc 
又 可 以 此 定义 为 

atb = cid 
由 此 建立 比例 理论 是 容易 的 . 

4， 从 交 线 Pascal 公理 了 可 推出 Desargues 公理 D, D; (在 
其 它 公理 的 假定 下 )， 这 是 著名 的 Hessenberg 定理 , 见 Hessenberg 
[1]. 

定理 (Hessenberg) 在 满足 关联 公理 HI，( 加 强 ) 平行 公理 
HIV， 无 限 公 理 Do, 534 Pascal 公理 P 的 几何 中 ，Desargues 
公理 D, D 成 立 而 成 为 几何 中 的 定理 . 

证 显然 只 需 证 明 Desargues 公理 Di 下面 的 情形 已 经 足够 ， 
其 余 情 形 可 由 此 推出 ， 将 此 情形 重 述 如 下 : 

设 两 三 角形 AABC, AABC 的 顶点 都 彼此 不 同 , 且 对 应 
顶点 连 线 44',， BB, CC 痢 不 相同 而 同 过 一 点 O。 又 设 

AB/A'B’. ACHA C 
须 证 
BC/B’C’ 

我 们 将 分 四 种 不 同情 形 米 考虑 : 

(1) AB 不 平行 于 OC, AC 也 不 平行 于 D3。 

(2) 4AB 不 平行 于 OC, 但 AC 平行 于 0B， 

(3) 4C 不 平行 于 OB, 但 AB 平行 于 OC. 

(4) 4B 平行 0C, AC 平行 0B。 

第 一 种 情形 : 如 图 2.5， 

此 时 可 过 4 作 直 线 平行 于 BB’, BRU AC 交 于 一 点 ， 
设 为 L, XS CC 交 于 一 点 ， 设 为 M. 暂 设 LB' 既 不 平行 于 
44 ， 也 个 平行 于 CC', 命 LB' 与 AB 交点 为 N、 由 于 LB' 与 
AA 相交, 故 可 应 用 交 线 Pascal 公理 
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得 LA'/NO, Am AC/No. XN ABS CC' 相交 , 故 可 应 用 
ZEN Pascal 公理 


N AB 
Pie o ml 
得 WMABC， 再 应 用 交 线 Pascal 公理 
p N L B’ 
|e O u 
得 NM//B’C. 因此 BC/B'C'. 如 所 欲 证 。 
前 面 暂 设 部 分 可 依 下 法 处 理 。 
L’ 
~ 
pd 
“ JP 
B {_-77 


图 2.6 
如 图 2.6， 过 B 作 直线 平行 于 44', CC', 各 与 4C RFP, 
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0. 同样 ， 过 B' 作 直线 平行 于 AA,CC, SSACRTP, 
0. 过 P,9,P,0 作 直 线 平行 于 BB 各 与 44 ZT R,S, 
R，y。 在 44 上 取 一 点 4*, 此 点 不 辣 于 0 也 不 同 于 R,S,R, 
Ss, 过 4* 作 直线 平行 于 AB, 与 B88' 交 于 B*， 又 作 直 线 平行 于 
AC, 5 CC ZTF C*, Sid 4* 作 直 线 平行 于 BB, 与 4C XF 
L, ACZTL, NLE P, OAR ik LB EAEI T 44 
也 不 平行 于 CC', 因而 人 Ad4*B*C* 与 AABC 符合 情形 (1) 
的 假设 且 符 合 暂 设 条 件 。 由 前 所 证 有 B*C*Y/BC, 同样 对 
人 A*B*C* 与 AA'B'C 有 B*c*H/BC, WA BC/B'C', 
第 二 种 情形 ; 如 图 2.7. 


六 Ar 
D/ FL 
7B 
Fa D 
AAN] 


f \ 
图 2.7 

此 时 4CVBB 但 AB 不 平行 于 CC 在 4B 上 取 一 点 DD， 
使 CD 不 平行 于 BB. EoDS AB XTD, 则 对 AACD 
5 AACD 可 应 用 第 一 种 情形 得 CD/CD. 其 次 ADBC 与 
全 D'B'C” 也 符合 第 一 种 情形 ,因而 得 BCYB'C'。 如 所 欲 证 .。 

第 三 种 情形 : 这 与 第 二 种 情形 基本 相同 . 

第 四 种 情形 : 这 时 AB/CC, ACYBB, WERE AI 
形 那样 , 过 0 作 不 同 于 44', BB', CC 的 又 一 直线 ,使 与 48， 
A'B' ZF D, D', 而 CD 又 不 平行 于 B88’, 则 AACD, AA’C'D' 
符合 第 三 种 情形 ,因而 CD/CD. 其 次 ADBC 与 AD'B'C' 又 
符合 第 二 种 情形 或 第 三 种 情形 ,因而 BCYB'C'. 

至 此 Hessenberg 定理 已 完全 证 明 。 我 们 之 所 以 不 大 其 烦 地 
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将 各 种 不 同情 形 的 证 明 都 一 一 详细 写 出 的 原因 , 仍 如 前 ,请 参阅 第 
三 章 3.1 Ý. 

5. Pascal JLT. 

定义 ”假设 一 种 (平面 ) 几 何 满足 以 下 诸 公理 : 

Hilbert 的 关联 公理 HI, 

Hilbert 的 (加 强 ) 平 行 公理 HIV, 

无 限 公 理 Do, 

交 线 Pascal 公理 P， 
则 这 种 几何 称 为 Pascal 几何 , 

在 Pascal 几何 中 ,依据 4 中 的 Hessenberg EIE, Desargues A 
理 D, D 自然 满足 ,因而 依 第 一 章 1.5 和 1.6 节 , 有 一 附属 Desa- 
rgues 数 系 ; 又 依 3, 这 一 Desargues 数 系 满足 乘法 交换 公理 N13， 
因此 它 不 仅 是 一 个 数 体 ， 而 且 是 一 个 数 域 〈 由 于 无 限 公 理 特征 为 
0). 我 们 称 之 为 Pascal 几何 的 附属 Pascal ik, 在 这 种 几何 
中 , 取 定 一 座 标 系 后 , 由 于 乘法 可 交换 , 故 几何 关系 的 代数 表达 式 
变 得 很 简单 。 例 如 第 一 章 1.7 节 例 2 中 的 引 理 ,对 于 P=(xi, x;)， 
O = (y39y2); R = (252) S= (m, u) DÄ, 只 需 P 9， 
R#S, WER PO 与 RS 平行 或 重合 的 充 要 条 件 就 变 为 

(ui — z) (y: — 2) = Cy1 一 xi) (u: 一 z) 

这 里 不 再 需要 有 PO, RS 不 与 hL, h 平行 或 重合 的 条 件 限 制 。 


22 ”垂直 公理 与 (无 序 ) 垂 直 几 何 


通常 的 欧 几 里 得 几何 ,本 书 中 称 为 常用 几何 ,以 研究 图 形 的 度 
量 性 为 主 ， 在 公理 体系 ,特别 在 Hilbert 的 公理 系统 中 , 这 些 度量 
性 是 通过 不 加 定义 的 全 合 这 一 基本 概念 以 及 有 关 的 全 合 公理 来 表 
达 的 。Hilbert 对 这 些 属 于 第 三 类 的 全 合 公理 , 不 是 独立 于 其 它 几 
类 公理 来 引入 ,而 是 假 助 于 第 二 类 的 次 序 公 理 . 但 是 ,由 于 导言 中 
所 述 的 那些 缘故 ， 我 们 将 有 意 避 免 使 用 次 序 概念 与 次 序 公理 来 建 
立 几何 学 ， 这 样 ,所 谓 线段 .射线 , 角 等 都 将 失去 意义 ,更 不 有 要 说 线 
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段 的 长 短 或 角 的 大 小 了 ， 为 了 不 用 次 序 公 理 而 仍 能 建立 一 种 类 似 
于 欧 几 里 得 几何 的 常用 几何 ,甚至 包罗 更 广 的 度量 性 几何 学 ,除了 
保持 Hilbert 体系 中 的 关联 公理 HL, 平行 公理 HIV 以 及 在 上 章 引 
进 的 无 限 公理 与 Desargues 公理 D 外 ,我 们 将 引进 另外 一 些 概 念 ， 
以 及 有 关公 理 以 部 分 代替 全 合 的 概念 和 全 合 公 理 。 本 市 以 及 下 市 
即 致力 于 这 方面 内 容 的 论述 ， 

首先 ， 垂 直 关 系 是 直观 上 最 显著 的 也 是 人 们 最 早熟 悉 的 度量 
性 质 之 一 。 只 要 从 世界 各 民族 在 远古 时 期 就 或 多 或 少 认 识 到 勾 股 
形 ,长 方形 这 一 类 图 形 来 看 ,就 能 体会 到 其 来 产 的 久远 。 垂 直 概 念 
甚至 可 能 比 平行 概念 更 为 基本 。 例如 , 两 直线 的 平行 关系 即 可 通 
过 它们 都 与 另 一 直线 垂直 的 关系 来 刻 划 . 在 我 国 古 代 几 何 学 中 ， 
垂直 关系 通过 长 方形 勾 股 形 与 各 种 丰富 多 彩 的 研究 而 贯穿 于 整个 
几何 体系 中 。 相反 ， 类 似 于 平行 的 概念 几乎 没有 出 现 过 .。 在 
Hilbert 以 后 的 现代 几何 学 公理 的 研究 中 , 许多 作者 致力 于 抛弃 平 
行 公理 但 保持 垂直 性 质 ， 因 而 把 各 种 欧 氏 与 非 欧 几何 统一 于 同一 
几何 的 研究 , 请 参阅 Bachmann [1,2] 及 其 所 引文 献 ， 也 可 参阅 
Greenberg [1] 一 书 。 这些 著 作 都 是 从 公理 化 的 角度 来 考虑 有 关 问 
题 和 的 。 虽 然 如 此 ,如 果 从 机 械 化 的 角度 来 考虑 ,垂直 性 质 也 应 占有 
特殊 的 地 位 .但 因为 关联 概念 与 平行 概念 基本 上 是 线性 的 ,而 垂直 
则 可 以 说 是 最 简单 的 一 种 非 线 性 关系 ,因此 ,本 节 将 首先 以 垂直 为 
中 心 进行 讨论 . Ä 

今 将 垂直 作为 不 加 定义 的 基本 概念 来 引 人 : 直线 ! 垂直 于 直 
RT, WE /上 上 7。 这 一 垂直 概念 满足 以 下 诸 公 理 。 


垂直 公理 O 〇 


O1 # ILIY, M FLL 
02 给 定 一 点 0 与 任 一 直线 !, 过 0 必 有 且 仅 有 一 直线 ?上 


03 若 两 直线 7 与 1” 都 与 直线 EHB 7L, "Li, w 
/与 六 和 平行. 
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我 们 的 几何 将 假定 满足 关联 公理 HI, 平 行 公理 HIV， 无 限 公 
理 与 Desargues 公理 D, 以 及 上 述 三 个 垂直 公理 。 

在 这 种 几何 中 ,一 直线 I 也 可 以 与 它 自身 垂直 ;, 即 111。 这样 
的 直线 称 为 迷 向 线 .。 从 公理 On O 与 平行 公理 可 知 , 与 迷 向 线 
平行 的 直线 也 一 定 是 迷 向 线 , 即 与 它 自身 垂直 。 而 且 任 两 平行 的 
迷 向 线 也 互相 垂直 .因此 ,如 果 每 一 条 直线 都 是 迷 向 线 , 则 垂直 概 
念 将 与 平行 或 重合 完全 相同 。 在 这 样 的 几何 中 , 垂直 概念 将 是 多 
余 的 。 为 此 ,我 们 将 添 入 下 述 公 理 : 

04 经 过 任意 一 点 都 有 非 迷 向 线 的 直线 . 

为 了 使 我 们 的 几何 具有 较 丰 富 的 度量 性 质 并 尽量 与 通常 的 几 
何 接 近 , 将 再 次 入 下 述 公 理 : 

05 (ŒA) 设 顶 点 4， B,C 不 在 一 直线 上 的 人 4BC， 
过 A,B, C 各 作 直 线 lx LBC, ILAC, IcLAB, 则 14, ls le 
必 经 过 同一 点 . 

这 一 公理 中 三 条 过 各 顶点 而 垂直 于 三 角形 三 边 的 直线 称 为 这 
三 角形 的 高 。 三 个 高 线 共同 的 点 称 为 三 角形 的 重心. 

Sit 4, B, C 不 在 一 直线 上 ,而 4B, AC 都 是 迷 向 线 。 过 
B,C 各 作 直 线 与 4C,AB Fii, 则 由 平行 公理 知 , 这 两 直线 必 
相交 , 设 交点 为 4'。 依 垂直 公理 02 和 03, CA’ 也 是 迷 向 线 且 与 
ABREITXEH. FH BA 也 是 迷 向 线 且 与 4C RYA E 
BE. BELAME 05,43 AABC 的 垂 心 , 而 44A LBC. WẸ 
BC 也 是 迷 向 线 , 则 同样 将 有 44VBC。 由 于 ABA'C 是 平行 四 
边 形 , 改 这 将 与 无 限 公 理 相 违 。 因 此 ,顶点 不 在 一 直线 上 的 三 角形 
三 边 不 能 都 是 迷 向 线 . 

由 此 又 可 知 公 理 04 事实 上 可 从 公理 95 与 其 它 公理 推出 , 

我 们 将 称 满足 以 下 诸 公理 的 几何 为 无 序 垂直 几何 ， 或 简称 为 
垂直 几何 : j 

Hilbert 关联 公理 HI, 

Hilbert 《加 强 ) 平 行 公 理 HIV, 

无 限 公 理 与 Desargues 公理 D, 
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垂直 公理 O1 一 DO5， 

在 这 种 垂直 几何 中 , 一 个 较 不 显著 的 事实 是 交 线 Pascol 公理 
成 立 ， 因 而 是 这 种 几何 的 一 条 定理 ， 一 个 直接 的 结果 是 ， 依据 
Desargues 公理 所 5 引入 的 附属 Desargues 数 系 不 仅 是 数 体 ， 而 且 是 
DEI, 其 中 乘法 是 可 交换 的 。 这 一 事实 为 Schur HAHN, 参阅 文 
RA Schur [可 .为 证 此 ,我 们 将 先 证 交 线 为 两 互相 垂直 的 不 同 直线 
情形 的 Pascal AH, 

垂直 Pasal 定理 设 垂 直 于 o 的 两 不 同 直线 ! 与 上 各 有 
都 不 同 于 O 且 互 不 相同 的 点 4, B,C 与 A, B', C', 若 

AB’j/A'B BC'/B'C 
则 必 有 


4C VC 


Cu 
2.8 
证 028, Bi [SU 都 不 能 是 迷 向 线 。 今 依 公理 02 
过 引 作 直线 垂直 于 4'C， 则 由 公理 03 与 平行 公理 ， 此 线 必 与 1 
ZTA RA D. | 
今 应 用 重心 公理 于 AABD, Má D'C | 4'B， 
由 于 4B' /43， 故 由 公理 03 与 平行 公理 ;有 DCLAB. 
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应 用 垂 心 公理 于 AABD, mM B'CLAD, 

由 BC'YB'C 得 BCL4D' | 

让 用 垂 心 公理 于 AcAD, 得 AC LBD. 

N AC,ACHEEHETBD,KHREOIRB AC/AC, 
证 毕 。 

由 于 上 面 的 Schur 定理 及 其 证 明 , 交 线 Pascal 定理 对 于 垂直 
的 两 交 线 在 垂直 几何 中 成 立 , 并 由 于 在 这 一 几何 中 已 假定 De 
sargues 定理 作为 公理 ,因而 由 2.1 节 , 这 一 几何 附属 Desargues 数 
系 中 的 乘法 是 可 交换 的 。 仍 由 2.1 市 中 的 2, 即 知 一 般 的 交 线 Pa- 
scal 定理 也 成 立 。 也 可 以 不 依赖 于 2.1 贡 而 直接 用 重心 公理 来 证 
明 一 般 的 交 线 Pascal 定理 ， 下 面 的 证 明 源 于 Guse, 参阅 Bachma- 
nn lj] 一 书 的 第 208 I. 

我 们 将 记 两 直线 1, 7 的 交点 为 0, 直线 上 的 点 各 为 A: An 
A; 与 Ai 42，43， 假 设 为 | 

Ad AA: Adf AA; 
AAM AA: 

为 证 此 ， 我 们 将 设 Ai A; 4; 互 不 相同 且 不 同 于 0， 同 样 ， 
di Ay» A 也 互 不 相同 又 不 同 于 O. Xl, l REH., 也 非 迷 向 
线 , 且 4;4; 都 不 与 ! 或 垂直 ， 在 浅 直线 互相 三 直 时 ,， 则 下 面 的 
证 明 需 稍 作 修改 或 另行 著 虑 。 

今 对 123 的 任 一 排列 17k, E 

Fi 一 人 A414;4% NE 

F, = A4:4;Ar 的 重心 

O; = 人 04;4; WE 

由 图 2.9，F2F， 以 及 020: 垂直 于 42:43, Adif AAi A 
F;F; H 0303. 由 F:0z 与 FO, 都 垂直 于 l, 得 F303/ F303;, 
同样 有 F,F3/ 0303 与 F303 F303. 应 用 Desargues 定理 于 
从 FiF30w 与 AFFO„ MR F:F;/F;F 8 RRRF 是 平 
行 四 边 形 ， 依 第 一 章 1.2 节 知 ,对 角 线 Fr, FiF; 互相 平分 . 
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图 2.9 


同样 从 4,437 4:4ı 可 推 得 FFF Fi 也 是 平行 四 边 形 , 其 
HAR FF, FF; 互相 平分 。 

由 此 知 FiFi FFs 互相 平分 , 故 由 第 1 章 1.2 TAI F FFF; 
是 平行 四 边 形 . 今 应 用 Desargues 定理 于 A 人 和信 FF;0, 与 AF;F On, 
即 得 030:N FıF// FiF3. 

暂 设 FF, 不 经 过 4; 使 得 FF 为 三 角形 。 因 AF 与 
005 WEHT 443, W AF003. X AF; 5 00: 都 垂直 
于 4:41, W AF: 00a. SMH Desargues 定理 于 AAFF 与 
[005055 即 得 420% FO F303, HRS Il LFO, HIER 
HRE i FF 必须 经 过 4 因此 FiF L443, FiFi Adis 
所 以 4431441. WATKI. | 

虽然 我 们 应 用 重心 公理 证 明了 交 线 Pascal AE, XH21% 
知 , 从 交 线 Pascal 公理 应 用 关联 ,平行 、 无 限 诸 公 理 可 以 推出 De- 
sargues 公理 ， 但 由 于 不 论 Schur 还 是 Guse 的 证 明 在 过 程 中 都 应 
用 了 有 关中 点 的 定理 和 Desargues 定理 ， 因 之 我 们 还 不 能 冒 然 将 
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Desargues 公理 从 垂直 几何 的 公理 系统 中 除去 .。 Desargues 公理 是 
否 可 以 从 垂直 几何 的 其 它 公 理 推 出 而 作为 定理 的 问题 ， 由 于 我 们 
的 目的 不 在 于 公理 的 相互 逻辑 关系 与 独立 性 这 类 问题 ， 故 将 不 再 
进行 讨论 . 
男 一 方面 ， 由 于 垂直 几何 中 轻 有 垂直 的 概念 又 有 平行 与 中 点 
的 概念 ， 故 对 任 一 由 不 相同 两 点 所 组 成 的 点 偶 〈4B8)， 可 以 定义 
(4B) 的 垂直 平分 线 为 经 过 点 偶 〈4B) 中 点 而 与 直线 AB 垂直 
的 直线 。 显然 , Æ AB 是 一 迷 向 线 ， 则 这 一 垂直 平分 线 即 是 直线 
AB 自身 . | 
对 于 AABC, AS (AB), (AC), (BC) 的 垂直 平分 线 将 
简称 为 三 角形 三 边 的 垂直 平分 
线 。 正如 常用 几何 一 样 , EE 
下 几何 中 ， 关 于 外 心 的 定理 仍 
然 成 立 ,; 即 有 下 面 的 定理 : 
定理 1 三 角形 三 边 的 垂 
直 平 分 线 必 同 交 于 一 点 。 
证 如 图 2.10, 设 点 偶 
(BC)，(4C)，(4B) IPA 
.各 为 4'，B',C'。 依 第 一 章 
2.10 1.2 #,B’C’/BC, A’C'JAC, 
A'B'/AB. KHEHBAH, BC 的 垂直 平分 线 也 垂直 于 BC,M 
为 A4'B'C' 的 B'C' 边 上 的 高 。 同样 ，4C，, 4B 的 垂直 平分 
线 也 即 AABC 的 4'C' 与 AB 边 上 的 高 。 由 重心 公理 , 即 
知 这 三 条 垂直 平分 线 必 交 于 一 点 。 证 毕 ， 
将 象 常用 几何 那样 ， 称 三 角形 三 个 边 上 的 垂直 平分 线 的 公共 
”交点 为 这 一 三 角形 的 外 心 。 因为 在 垂直 几何 中 并 无 距离 的 概念 ， 
也 无 圆 的 概念 ， 故 这 里 的 外 心 并 不 具有 常用 几何 中 三 角形 外 接 贺 
中 心 所 具有 的 那些 性 质 . 
与 外 心 的 情形 不 同 ， 常 用 几何 中 关于 三 角形 内 心 与 劳 心 的 概 
念 ,不 能 直接 推广 于 垂直 几何 。 因 为 在 垂直 几何 中 ,并 不 假定 任何 
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有 关 次 序 的 公理 ,也 无 次 序 的 概念 ,因而 线段 与 角 在 这 种 几何 中 都 
无 意义 。 又 因为 垂直 几何 中 并 不 假定 任何 有 关 全 合 的 公理 , 也 无 
全 合 的 概念 , 故 更 不 能 有 角 的 平分 线 或 分 角 线 这 样 的 概念 。 虽然 
如 此 ,由 于 这 种 几何 中 既 有 垂直 概念 又 有 中 点 概念 ,因而 可 引 人 对 
称 轴 的 概念 以 部 份 地 代替 常用 几何 中 分 角 线 的 概念 , 述 之 如 次 ， 

设 两 点 A B 所 成 点 偶 (AB) 的 垂直 平分 线 为 1, 则 称 4 与 
B 对 1 为 对 称 的 点 ,或 称 ! 为 《48) 的 对 称 轴 。 又 称 1 上 任 一 点 
”4 与 其 自身 为 对 ! 对 称 的 点 。 显然 , 这 一 定义 只 在 I 为 非 迷 向 线 
时 才 有 意义 . 

可 依 常 用 几何 中 的 作法 作 一 点 4 对 一 直线 1 ( 非 迷 向 线 ) 的 对 
称 点 。 依 垂直 公理 02, 过 4 有 一 -直线 垂直 于 !。 由 于 ! 非 迷 向 线 ， 
故 这 一 直线 必 与 ! 相交 于 一 点 , 设 为 M。 依 第 一 章 1.2 节 作 4 对 


MIXER B, WUBRIA a 
对 ! 的 对 称 点 . Ta 
关于 对 称 有 以 下 几 个 » a 
简单 性 质 . 一 一 和 一些 一 皮 一 / 
] 
] 


同一 直线 a E, NjA, A 
e.. Xf l 的 对 称 点 Bi; B3, 
… 等 也 在 同一 直线 上 上 。 

证 如 图 2.11, 过 4, 4;,"… 作 1 的 垂 线 ,由 于 1 非 迷 向 线 ， 
故 这 些 垂 线 必 与 1! 相交, 设 交点 为 Mio Motto PE Ao Ass 
对 1 的 对 称 点 Bis Bas" BR Ais 43 对 Mi M:… 的 对 称 点 . 
依 第 一 章 1.2 FA B,，B,,**… 位 于 向 一 直线 5 上 , 且 知 若 sj/ , 则 
也 有 b/1, Æ a 与 ! 相交 于 一 点 0 , 则 2 也 与 ! 交 于 同一 点 0， 

由 于 这 一 性 质 , 我 们 称 直 线 为 直线 “对 ! 的 对 称 线 ,或 称 ? 
为 直线 4 和 4 的 对 称 轴 . 

性 质 2 设 韭 迷 疝 线 1, 若 直 线 4 与 4; 平行 , 则 a 与 a; 对 1 
的 对 称 线 5 与 5 也 平行 。 


| 

| 

| 

性 质 1 设 非 迷 向 线 Bp | 
l, EA Ais Ay 等 都 在 Da 
| b 

图 2.11 | 
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证 #455, ASERT B, N) a 与 a; 也 将 相交 于 8B 
的 对 称 点 ,与 假设 相 违 、 

在 性 质 2 中 若 易 平行 为 垂直 , 则 证 明 就 要 复杂 得 多 , 见 下 面 的 

性 质 3 设 非 迷 向 线 1, 若 直线 as a; 互相 垂直 , 则 41, a2 对 1 
的 对 称 线 5 与 ;也 互相 垂直 。 


图 2.12 


证 Ji a: a 中 有 一 与 1 平行， 例如 ai 5 1 平行 ， Ns, 也 与 
l 平行 , H as bh: 相同 而 与 ! 垂直 , 因而 b lb 是 显然 的 。 如 图 

2.12, 今 设 as a 都 不 与 ! 平行, 而 与 1 交 于 0,0. 又 因 a1 或 
a: 是 迷 向 线 时 a, 与 a; 重合 ,此 时 5,5 也 将 是 迷 向 线 且 重合 ,向 
bilb: 甚 显然 : 故 以 下 也 将 设 as azs bi ba FEIERN. 

在 这 些 假定 下 , ai 与 a; 不 同 且 交 于 一 点 , RI A 先 设 4 不 
同 于 0 与 0, 命 4 对 1 的 对 称 点 为 B， 则 B 芭 为 5 与 5 的 交 
点 , 又 ABL, H AB 与 1 的 交点 MM 即 点 偶 (4B) 的 中 点 ， 

今 若 40./08B, WIN 40; 与 0.B 对 1 的 对 称 线 各 为 BO: 
与 0,4， 故 依 性 质 2 也 有 BO/OAd, 于 是 由 ala 或 OAL 
0O:4 即 得 0,BLOB 或 blb. 

SE 40; 不 平行 于 O.B, WENSE 40: 即 a: 5 b, TA, A 
样 也 应 有 b 与 a 相交 , 设 交点 为 B， 由 于 a, biži I 的 对 称 线 各 
为 bzs ais W aas b, 的 交 操 A 对 的 对 称 点 即 为 bas a 的 交点 


. 72 » 


B'. 特别 有 4 8/。 今 应 用 重心 公理 于 A0OAB, HMO BH 
三 角形 的 垂 心 ; 而 有 BO0,L0A, B bilb 

最 后 设 as a 的 交点 4 在 1 上 与 0:09 重合 ， 则 h, 7; 的 
ZA BEBARA. 如 图 2.13, SE a 上 任 取 一 不 同 于 4 的 点 4'， 
并 过 4" 作 直线 aan f A 与 4&2 对 1 的 对 称 点 与 对 称 线 各 为 
B' 与 妈 , 则 由 afan ala 有 ala. WA mE IERIE MA 
bilb KH 入 土生 .至 此 完全 证 毕 。 


图 2.13 

性 质 4 对 于 任 两 非 迷 向 线 的 平行 直线 4 与 5, 必 有 且 恰 有 一 
直线 1, 使 4 与 5 对 1 对称. 

证 若 有 这 样 的 1, 则 必 与 a, 平行, 因而 在 a 上任 取 一 点 
A 时 ,4 对 1 的 对 称 点 B 必 在 5s 上, 且 ABLI MEET ab. K 
可 在 a。 上 取 4, 过 4 作 直 线 垂直 于 a HFX bTB, 则 AB 的 垂直 
平分 线 即 是 所 求 的 唯一 对 称 轴 7. 

对 于 相交 的 两 直线 来 说 ， 其 对 称 轴 就 类 似 于 常用 几何 中 交角 
的 分 角 线 。 但 与 常用 几何 中 的 分 角 线 不 同 。 在 垂直 几何 中 , Er 
能 保证 任 两 相交 的 直线 必 有 对 称 轴 存 在 ， 只 是 在 相交 直线 有 对 称 
轴 存 在 时 ， 这 样 的 对 称 轴 才 有 两 条 , 且 互 相 垂直 。 这 时 又 与 常用 
几何 中 两 相交 直线 交角 的 分 角 线 情况 类 似 。 详 言 之 , 有 下 面 的 性 
Ri. 

性 质 5 ”两 相交 直线 或 无 对 称 轴 ;或 从 有 两 条 对 称 轴 ，, 且 这 两 
ZIEHEN, 


图 2.14 

证 如 图 2.14 , 设 直线 < 5 bAT 0, 且 以 I 为 对 称 轴 。 今 
在 a。 上任 取 一 不 同 于 0O 的 点 4, 又 命 4 对 1! 的 对 称 点 为 B, 则 B 在 
bp 上 ，ABJ11， 且 4B 与 1 的 交点 M 即 点 偶 (AB) 的 中 点 。 

今 过 0 作 IMERT, 又 过 4 作 ! WERS! 交 于 M', 与 6 
交 于 B'。 因 48’，! 都 垂直 于 上 ， 故 由 垂直 公理 0;,，4 B'YOM. 
又 因 M 是 (48) 中 点 ， 故 由 第 一 章 1.2 节 ，O 也 是 点 偶 (BB5") 的 
中 点 ,其 次 48,! 都 垂直 于 1, HAB/TV, 因 0 是 (B88') 的 中 点 ， 
故 又 有 M EAE (AB) 的 中 点 。 HEN’ 是 点 偶 (48') HE 
直 平 分 线 ，4，B' HUER, asb 也 对 7 对称 ,因而 ab 有 两 
互相 垂直 的 直线 1, ”作为 对 称 轴 . 

反之 ,假设 a, 除 / 外 另 有 一 对 称 办 六 。 今 作 4, B 如 前 ， 
VEAR TU KRR B”, MI, U 是 AABB” 两边 AB, AB” 
上 的 垂直 平分 线 ， 故 其 交点 O 即 A4BB” Biko., 由 关于 外 心 
的 定理 , A CB) 的 垂直 平分 线 也 过 0 点 , 特别 知 0O 是 (BB') 的 
中 点 ,与 前 面 类 似 , 可 知 六 上 1， 而 /”, 1 重合 ,因而 ab 的 对 称 
轴 恰 有 两 条 , 即 1, r. ER. 

与 常用 几何 中 三 角形 内 心 与 旁 心 的 定理 类 似 ， 在 垂直 几何 中 
有 下 面 的 定理 . 

定理 2 # AABC 的 4B,BC MERAH b 与 ,又 
AC, BC 两 直线 也 有 对 称 轴 c 与 <“， 则 AB, 4C 两 直线 也 有 对 
称 轴 a, a’, 且 这 些 对 称 轴 三 三 交 于 四 个 不 同 的 点 。 

证 首先 易 知 A4BC 的 三 边 都 不 是 迷 向 线 ， 

如 图 2.15, 任 取 BA, BC NN MRS CA, CB 的 对 称 线 
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2.15 图 2.16 


c， 试 先 证 b, 不 能 平行 否则 到 《BC) 的 中 点 M, 并 过 对 作 直 
线 惩 直 于 4 与 c, 设 与 5,c 交 于 B', C, 而 与 BA, CA XF 
P, 0. 因 BC 不 能 垂直 于 b,c, 否则 BC 将 与 BA,CA 重合 , 故 
B', C KAF B,C。 由 第 一 童 可 知 ,M 是 (8'C') HR. EB), 
C 是 (MP) 与 (M0) 中 点 易 知 ,M 是 (PO) PA., 于 是 BACA 
显然 不 合理 

由 上 知 b,c 必 相 交 于 一 点 ， 设 为 0。 如 图 2.16， 过 0 作 
OA’LBC, OB'LAB, OC’LAC, #FUERE ERS BC,AB, 
AC 的 交点 即 为 4', B', C'. 因 BA 对 6。 的 对 称 线 是 BB', 故 由 
性 质 3, 知 OA’ 对 2 的 对 称 线 是 OB’, 4 Xi b XIRAR B’, 
因而 5 为 点 偶 (A'B) 的 垂直 平分 线 。 同样 ,4' 与 C 对 c 对称， 
而 < 为 点 偶 (4'C') 的 垂直 平分 线 。 由 关于 三 角形 外 心 的 定理 即 
知 0 为 Ad4 BC 的 外 心 ,点 偶 (8B'C') 的 垂直 平分 线 设 为 a 也 经 
LO. TEB,CNMT as 直线 0B', 0C” 也 对 称 于 a。 仍 由 
性 质 3, 即 知 直 线 48B', 4C” 也 对 称 于 a。 因 而 4 必 经 过 4 点 ; 且 
a 是 AB, AC 的 一 个 对 称 轴 . | 

由 此 知 AB, AC HE 外 另 有 一 对 称 轴 , 设 为 a, 且 同 前 可 知 
a, b, c 交 于 一 把 ， 同样 ， b,c,a 与 e;a,b 各 交 于 一 点 。 全 
此 定理 证 毕 。 
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23 《无 序 ) 垂 直 几 何 的 垂直 坐标 


在 Pascal 几何 或 Desargues 几何 中 ,坐标 轴 的 选取 除了 须 相 
交 以 外 都 是 任意 的 。 在 (无 序 ) 垂 直 几 何 中 , 由 于 有 相互 垂直 这 种 
特殊 关系 的 直线 ， 我 们 可 选取 任意 两 条 相交 县 垂直 因而 都 不 是 迷 
向 线 的 直线 作为 坐标 轴 4 与 1;， 交 点 0 是 原点 ,单位 点 卫 与 1 则 
各 在 4 与 i; 上 任意 选取 ,只 需 与 0 不 同 员 可。 过 平面 上 一 点 P 作 
/ 与 5 的 垂 线 , 并 与 之 各 相交 于 X 5 Xs ELS hL EMAO X 
应 于 0, 1,1， 对 应 于 1 所 定数 系统 中 N: X 各 对 应 于 xo 2» N 
P 的 坐标 即 数 对 (x1, x2):P = Cxi, x). 这样 由 两 条 相交 垂直 的 直 
线 所 定 的 坐标 系统 称 为 垂直 坐标 系统 , P 点 的 坐标 x,，x， 也 称 为 
垂直 坐标 。 HTELA ERRAI Pascal 几何 , 垂直 坐标 系 
统 又 是 一 种 特殊 的 坐标 系统 , 因而 以 前 在 Pascal 几何 中 对 应 于 几 
何 关 系 的 那些 代数 关系 式 ， 例 如 平行 、 中 点 、 直 线 方 程 现 仍然 成 
立 ， 然 而 在 垂直 几何 中 , 垂直 、 对 称 等 概念 则 是 Pasal 几何 中 所 
没有 的 ， 本 节 的 目的 即 在 于 建立 这 些 几何 关系 在 垂直 坐标 系统 中 
的 对 应 代数 关系 . 

在 下 面 的 叙述 中 , 垂直 几何 的 附属 数 系 将 记 为 信 。 从 任 一 直 
RI 以 及 其 上 不 同 两 点 0 与 7 作为 0 与 1 所定 的 数 系 ， 依 以 前 记 
法 为 NO, 0, 1)。 由 于 垂直 几何 中 Pascal 定理 的 缘故 ， 这 些 数 
系 都 是 数 域 , 即 苇 法 交换 律 成 立 , 且 N(1,0, 1) 5 K 间 有 一 唯一 
确定 的 同 构 关系 ,因而 在 下 面 将 依 这 一 确定 的 同 构 关系 把 NG, 
O, I) SKERAX-. 

一 个 由 两 垂直 相交 直线 lsh 以 及 其 上 两 点 L, h (不 同 于 
ls lh 的 交点 O) 所 定 的 垂直 坐标 系 记 为 Cl, hs Ls l}, RA 
为 C。 首先 , 我们 引进 一 组 平行 直线 对 垂直 坐标 系 C 的 斜率 的 概 

由 第 一 章 1.7 TA FH TI 轴 的 直线 方程 恒 有 下 面 的 形式 : 

> 人 
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2.17 
ZECKEN. SRHTRETHE-HRHTENETE 
的 形式 : 
X =mr Fa | u 

其 中 a,m 也 是 K 中 的 常数 。 与 h 轴 不 相 平 行 而 彼此 平行 的 直线 ， 
其 方程 中 可 以 有 不 同 的 <， 但 将 有 相同 的 m. RIIE m AXE E 
行 直线 的 斜率 .特别 对 于 平行 于 1 轴 的 直线 , 斜率 为 m 一 0. 至 
于 平行 于 4 轴 的 那些 直线 ,我 们 将 引进 一 个 新 符号 co ,并 定义 这 些 
与 1; 轴 平 行 的 直线 的 斜率 为 0o. 

若 一 组 平行 直线 的 斜率 为 m， 则 与 这 些 直线 垂直 的 那些 直线 
也 互相 平行 ,它们 的 斜率 是 mw 的 一 个 函数 , 记 这 一 浮 数 为 f, 则 有 

1(0)=% fj(%)=0 


图 2.18 
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以 下 将 定 出 靖 不 等 于 0 也 不 等 于 co 时 fm) 的 值 . 

如 图 2.18, 为 求 函数 f, 试 取 1 对 O 的 对 称 点 Jo J， 的 坐标 为 
(0, 一 1)。 依 垂 心 公理 , 作 ALL 的 垂 心 E。 TEE E LAME, 
设 其 坐标 为 (k, 0)， 这 里 《为 由 垂直 坐标 系 COs l 1,1) 所 
确定 的 KK 中 的 一 个 常数 ,我 们 将 称 《 为 这 一 坐标 系 的 垂 率 , 其 意义 
如 下 所 述 . 

由 于 = 《1,0), L= (0, 1), h=(0, — 1), E = (k, 
0)， 故 直线 Lh 的 方程 为 n= x 一 1， 其 斜率 为 1。 AH, Lla 
LE, LE ARKI, KK". 由 于 LhLhE, Lal 
LE, KOCH 

1D = KD =k 

K= —1 (=K) =l 
从 这 些 公式 可 以 看 出 A 

m 一 +1, —1, K RK 
X 
fm) = m’ 
时 ,都 有 关系 式 
kmm 十 1 一 0 

我 们 将 证 明 这 一 关系 式 实际 上 普遍 成 立 , 即 有 下 面 的 定理 . 

定理 1 车 垂直 坐标 系统 的 垂 率 为 《, 则 任 两 不 与 任 一 坐标 轴 

平行 而 互相 垂直 的 直线 ,其 斜率 mw 与 m' 之 间 有 关系 却 
kmm 十 1 一 0 

或 即 
f(m) 一 —1/km 

证 LENEA mm #0, co) WER 与 交 于 An. 
过 4; 作 直线 平行 于 1,1; 而 与 4 轴 交 于 A. 则 14; 的 方程 为 
zı 一 mx 一 加，A1 的 坐标 为 (0, =m). WEZ, A 与 42 在 数 系 
NCO, L) 5 NCh; 0, L) 中 对 应 的 数 都 是 一 w。 今 作 AAA 
的 垂 心 R. TAFEL. 由 于 Ar, LE 都 垂直 于 IJ W 
AF /LE. DT E,Aı 各 对 应 于 ) 上 数 系 中 的 & 与 一 m， BF 


e 7R œ 


。 因 RF L114,， 故 m’ u 如 所 欲 证 。 


假设 两 一 直 直 线 系 用 下 面 的 方程 表示 ; 
L,e ux, F un, + u = 0 
ZL va tv; tv;=0 


其 中 Uis U; 不 同时 为 0, vo v， 也 不 同时 为 0. 在 u» 15, Vis d; 
都 不 为 0 时 ， Luas L, 的 斜率 各 为 m —u/u;, m, = — lv; 
因此 Las Le 相互 垂直 的 条 件 变 为 


kuv, 十 uw: = 0 


若 wy ww， V1，v， 中 有 一 为 0, 例如 设 m = 0 时 ， 将 有 mv 一 co， 
此 时 应 有 m, =0, 或 v, 一 0， 因 此 上 述 条 件 仍然 成 立 。 其它 情 
形 也 与 此 相似 。 故 上 述 条 件 不 论 何 时 都 普遍 成 并 , 定理 1 因 之 可 
改写 为 下 面 的 形式 . 

定理 1” 两 直线 L. 5 L, 互相 垂直 的 充 要 条 件 为 

ku, 十 uw, = 0 

其 中 & 为 相应 坐标 系 的 垂 率 ， 

特别 对 于 一 条 直线 的 情形 ， 例 如 乙 . 是 迷 辣 线 的 充 竖 条 件 为 
Ls 与 它 HAEE, 所 以 即 为 

kui 十 u? == 0 


2.19 
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垂 率 & 显 然 依 赖 于 垂直 坐标 系 的 选择 。 我 们 将 探讨 不 同 的 垂 
HERMA C = Ch, h, hL, la) 与 C* = CI, 1,11) 所定 
ER k5 k 之 间 的 关系 。 首 先 若 虑 S= h, 5 = h, Bm EN 
必 与 h, h 相同 。 为 此 简 记 Lh 上 的 数 系统 为 N = NCh, O, 
L), N+ =N(L, O, If), N,=N(L, O, lL)» N!=N(1, 0,1%), 
见 图 2.19, 如 前 , 作 1; 对 OO 的 对 称 点 J];, 并 作 Aldd WED E, 
则 E 在 C 中 的 坐标 为 (%, 0), HMENNMTNHNK FIT; 
1 在 C 中 的 坐标 为 《at,0) 与 (0, 3), 即 各 对 应 于 Nis N: 中 的 数 
ai aze WY Zo Ls Ja Æ C* 中 的 坐标 各 为 (ar, 0)*，(0，a7')*， 
(0, 一 a7')*， 或 各 对 应 于 NI, NI 中 的 数 ai's azs —az. XE 
在 N* 中 应 对 应 于 数 kat, WE C* 中 的 坐标 为 《kai 0)*。 于 
是 直线 LJ 在 C* 中 的 斜率 为 

m* 一 a7!/ar! = ala; 
又 LE 的 斜率 为 
m*’ = —a7!/(kai!) 一 —ai/(ka) 
由 于 E111J;， 故 依 前 面 的 定理 , 命 k 为 C* 的 相应 垂 率 时 ,应 
有 
km*m* 十 1 一 0 


er) 
HER k 5 k 间 相 差 一 个 非 0 因子 a/a WES, a/a 是 区 
中 非 0 的 数 . | 

这 一 事实 实际 上 普遍 成 立 ， 换 言 之 ,我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 2 任 两 垂直 坐标 系 的 垂 率 都 相差 一 K 中 的 非 0 平方 因 
7, | | 

由 此 定理 ， 一 个 垂直 几何 确定 了 -- 组 彼此 相差 非 0 因子 平方 
的 数 {e/a #0, ack}. 我 们 称 这 一 数组 为 该 几何 的 重 方 组 ， 
今 证 此 定理 如 次 . | 

证 在 =h, Ro 时 ,前面 已 证 明了 此 定理 ， 今 考虑 0* 
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由 此 即 得 


mM 2.20 
不 在 或 2 上 ,而 HS, 7/hL 的 情形 。 如 图 2.20, 连 00* 并 过 
l, hL KE 00* 的 平行 线 与 WM 学 交 于 于 与 1?。 试 先 考 虑 C* 
中 的 单位 点 即 为 天 与 好 这 一 情形 。 作 天 对 CO 的 对 称 点 疡 与 7 
对 0* 的 对 称 点 上 产 ， 又 作 Ahl 与 AUDI WERESE*, 
则 五 在 数 系 N=N(, O, I) 中 对 应 的 数 & 即 是 由 坐标 系 CO» 
ls L, L) HERE. ARE, E* 在 N* = NCI, 0*%, If) 中 对 
应 于 ct, 1, 1%, 17) WENER k* AM Desrgus 公理 
于 AlOl, Alf0*7, 得 1.1,Y1?1?。 同样 有 LJ/IEJY. ik 
有 EJ/J*E*，1,E/1*E*.。 再 应 用 Desargues 公理 于 和信 E1,J,， 
和信 E*1*J¥， 即 得 EE*/113/00*%. 由 此 知 E* 在 和 N* 中 所 对 应 
的 数 幸 ， 即 互 在 六 中 所 对 应 的 数 ks k* |k. 者 改 变 单位 点 位， 
7， 则 依 前 已 证 所 得 垂 率 应 与 入 ，& 只 差 一 非 0 平方 因子 ， 故 此 
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时 定理 成 立 . 

今 考 虑 0* 与 0 相同 但 X, 5 h, 1 不同 的 情形 。 如 图 
2.21, 在 4 上 任 取 单位 点 hL FERFIT hL 而 与 全 RT IS, 
作为 二 上 的 单位 点 。 又 过 下 作 直 线 平行 ,而 与 SF XF h, 
I, WIER hs 上 的 单位 点 。 对 于 坐标 系 C= Chs hs lhs 
L) 与 C* = C( 信 ,内 ,， I, I7), HEVIER KILA k5 k". 
我 们 将 探求 《与 好 的 关系 ， 

为 此 , 先 简 记 1 等 直线 上 的 数 系 为 

N(1,0,1)=N, N(L,, O, 1,) =N, 
NCIČ, 0O, I) = N NQIZ, 0,1%) = N} 
其 次 过 并 FARFI Zh TF4 l FERE Zh 
TA» X 4; 作 直线 平行 12, 交合 于 B, 过 8 入 作 直 线 平行 
h Zu FCMDLSAFHRETNZUETE, 
显然 , YY 在 C 与 C* 中 的 坐标 各 为 (1, 1) 与 (1, 0)* 简 记 为 

= (1,1) = (1, 0)* 

由 此 知 直线 r = olf 在 C 中 的 斜率 为 
m =] 
因而 与 全 垂直 的 直线 7 = 017 在 C 中 的 斜率 为 
m, == —1/k 

因 7 在 5 中 的 第 二 坐标 显 为 1， 故此 在 C 中 的 第 一 坐标 必 为 
—Å, RẸ 

Iz = (—k, 1) = (0, 1)* 

SHK A 在 C* 中 的 坐标 。 由 作法 0olfıtAa, 5 OIA E 
都 是 平行 四 边 形 , 因而 E 是 12 A ORRE E EN? 中 对 应 
于 一 1。 由 此 即 知 A 在 C* 中 的 坐标 为 

A, = (1,—1)* 
于 是 直线 在 坐标 系 C” 中 的 斜率 为 
| m; 一 一 1 

再 求 4; 在 C* 中 的 坐标 。 由 作法 知 QA4,B 是 平行 四 边 

形 ， 因 此 由 第 一 章 1.2 节 ， 忆 01242B3 的 对 角 线 O4, IB 互相 
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平分 。 由 于 1D,， BC 都 平行 于 4, 故 知 0 是 点 偶 (CD) 的 中 点 。 
由 前 已 知 IY 在 C 中 的 第 一 坐标 为 一 *， 改 D 在 和 VW 中 对 应 于 一 
因而 C 在 入 ,中 对 应 于 . BC, 5， 故 BC] W 
lL, IY SEN 与 Ni 中 对 应 于 1, 故 C，B 在 NN 与 Nr 中 应 对 应 
于 相同 的 数 , 即 《，。 由 此 即 知 4; 在 C* 中 的 坐标 为 


A: = (k, 1)* 
于 是 直线 L= 04 在 坐标 系 C* 中 的 斜率 为 
* 一 1 
m? A 
今 直 线 ls l 互相 垂直 ， 收 在 C* RRR HE mi = —] 与 
m; = 去 
应 满足 关系 式 
1 
2.01): 141-0 
k* (—1) A 十 
由 此 即 得 


k* =k | 

如 果 在 r, 上 # 上 另 取 任意 其 它 不 同 于 0 的 点 作为 单位 点 , 则 
由 早已 证 明 的 情形 ,相应 的 垂 率 k 与 只 相差 一 非 0 平方 因子 ， 

显然 任 两 垂直 坐标 系 可 迭 次 应 用 以 上 诸 情形 而 得 ， 故 不 论 何 
时 垂 率 都 相差 一 非 0 平方 因子 ,至 此 定理 已 完全 证 毕 . 

前 面 说 明了 两 直线 的 垂直 关系 在 一 垂直 坐标 系统 下 的 代数 表 
达 形 式 ， 同 时 引进 了 相应 于 坐标 系 的 垂 率 以 及 作为 垂直 几何 的 一 
个 几何 特征 的 数组 一 一 垂 方 组 的 概念 。 下 面 将 讨论 对 称 关系 的 代 
EKES. 

仍 设 一 垂直 坐标 系 COs lolo Id, AMEER k. Sit 
直线 

Lu: uxi Fun + u, 0 

其 中 msu 不 同时 为 0。 在 讨论 对 Ls 的 对 称 关系 时 , 必须 设 La 
非 迷 向 线 , 因 而 以 下 将 设 


ku? + us 0 
今 设 点 
A (a a3) 
试 求 点 4 对 Lu 的 对 称 点 
A* = (al, a3) 
如 次 ， 
BoA AE L, ER 
am 十 aua F u, = 0 
时 ,应 有 4* = 4， 即 此 时 有 
a ™ ql a7 = a 


今 设 4 不 在 L,。 上 , 则 4* 与 4 不 同 而 确定 了 一 直线 44* ， 其 方程 


AA*:; (aï — aı)(x, — a1) = (af — a) (x — a) 
由 于 44* m5 L.: 垂直 ， 
故 依 定理 1 有 
Ka? — au, — (aY — a,u: =0 
XAR (44*) 的 中 点 M 
为 

{+a at 
M ( 2 ” 2 ) 
因 对 点 应 在 直线 LEk 
IRA L. 的 方程 得 


图 2.22 


u(ar 十 4) + ula? + a2) 十 2u; = () 
解 出 最 后 两 个 方程 , 即 得 
a* mn — (ku? 一 u3)a, 一 2 kuiua 一 2 kuus 


kul 十 u? 
a = — 24,10, + (ku? — 2) a 一 2u 
ku? + u} 
显然 当 4 在 L, 上， BI wa + uza; + u, = 0 ff, 上 两 式 即 变 
为 = 4 2 ™ a. 因而 在 这 两 式 中 不 论 4 是 否 在 Ls LEBE 
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遍 成 立 ， 我 们 也 可 以 把 这 两 式 合并 为 矩阵 形式 ; 
_ Ru? — ui z Ê2kuw —2 kut 


2 2 2 2 2 21] 2! 
kui t ui kui t u kui t u? 

|” | — Zuta kui — ui Zul: 2 
ku t u3 kuit u ku +u 

1 0 0 1 1 


其 中 
ku! + u3 #0 


我 们 也 称 对 应 关系 
(‘ — 4* 
(a, 9) > (ar a?) 
为 对 直线 工 ,的 一 个 反射 NER, ERER TUTIRA 
号 Ra: 
_ Re — u? —2kum __ 2kums 
ku t ui ku tui ku? + v3 
R, =| __um_ kin __ ui 
ku tu kutu ku + u? 
0 0 1 
A* = R,A 
今 设 过 4 = Cas a) 的 一 直线 


2.23 
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Ls: vri — a) + nx — a) = 0 
Cois o 不 同时 为 0)。 由 上 节 知 , L, 对 La 的 反射 也 即 对 L 的 对 
称 为 一 直线 , 记 作 
R«L)=L 
试 求 Lv 的 方程 如 次 。 在 L, 上 可 取 一 点 
B = (b, bi) = (a + vis aa — v) 
其 中 
vı = 一 0 -v=b—- a 
于 是 8 对 Ls 的 对 称 点 B* = (bř, bt) 系 由 下 两 式 所 定 : 
(ku! 十 u) 一 — (kl — u2)b, 一 Zkutzd; 一 2kuus 
(kit) —2umb, + (ku? — u2)b, — Zum; 
从 bi, by 以 及 前 面 at, at 诸 式 ,可 得 
(ku? + ui) CY 一 a, ) = 2ku,uv, 一 (ku? 一 uio 
(kui + ui) CEF — a7) = (kl — u)v, — 2u 
N Ly 系 由 两 点 4*，B*# 所 定 ,其 方程 应 为 
š — a7) Cri — ač) (ad ar) = 0 
由 于 kuit uo, WE 
vi = — (kui + ui) (ot — at) 
v2 = (ku + ui) Cbr — ar) 
这 时 L# 也 可 写成 
Ly = La: vn — af) + v*(x, 一 ay) 一 0 
其 中 
vi = (ku? — ud)o, + 2umv, 
vy = 2kuuw, — (ku? — u)v 


对 于 任 两 不 相 垂 直 的 直线 Ls, 工 ,， 定 义 一 函数 


TCu, v) = Aa Ze _ _Tly,u) 
kur, + uw, 


此 时 kuw, ter £0 BE La L, KEH, T(a, v) 有 定义 ， 
NIE Las Le AKR L, 对 工 , 的 反射 Lu 之 则 有 关系 式 
T(u,v)+ T(u, vr) = 0 
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此 时 La Le 也 不 相 垂直 : 故 Tlu, vo) 也 有 定义 。 


2.4 (无 序 ) 度 量 儿 何 


在 (无 序 ) 垂 直 几 何 中 ,两 相交 直线 不 一 定 有 对 称 轴 , 例如 , 两 
直线 中 一 为 迷 向 线 而 另 一 为 非 迷 向 线 时 , 即 不 可 能 有 对 称 轴 。 但 
即使 是 两 相交 直线 都 非 迷 向 线 、 仅 赁 垂直 几何 原来 的 那些 公理 也 
不 能 保证 对 称 轴 的 存在 .本 节 将 证 明 对 称 轴 的 存在 实质 上 相当 于 
在 几何 中 可 引进 全 合 概 念 与 度量 概念 。 虽 然 由 于 垂直 几何 中 并 无 
次 序 关 系 ， 因 此 这 些 全 合 与 度量 的 概念 不 具有 象 常用 几何 那样 的 
全 部 性 质 ， 但 至 少 可 以 保留 相当 重要 的 一 部 份 性 质 ， 例 如 勾 股 定 
H, 

为 此 我 们 将 引入 下 面 的 公理 

对 称 轴 公 理 S 任 两 非 迷 向 线 的 相交 直线 必 有 一 对 称 轴 . 

由 2.2 节 的 性 质 5, 这 时 两 相交 直线 恰 有 两 个 对 称 轴 . 

我 们 称 满足 对 称 轴 公 理 的 (无 序 ) 垂直 几何 为 (无 序 ) 度量 几 
何 ， 所 以 称 之 为 度量 几何 的 原因 是 
因为 有 了 对 称 轴 公 理 即 可 引进 某 种 
度量 , 详 见 下 述 . 

首先 ， 我 们 将 讨论 无 序 度量 几 
何 中 的 垂 率 与 垂 方 组 . 

为 此 如 图 2.24， 试 任 取 两 相交 
而 互相 垂直 的 直线 六 与 25， 并 以 此 
作为 坐标 轴 ， 今 在 上任 取 一 不 
同 于 交点 2 的 点 五 作为 癌 上 的 单 图 2.2 
位 点 ， 因 oh 显然 不 为 迷 向 线 , 故 由 对 称 轴 公 理 , 可 取 hh 的 
一 个 对 称 轴 , 设 为 s, 作 L 对 * RN RA. TERERE:TH 
取 之 为 上 的 单位 点 ， 这 时 垂直 坐标 系 Chs ls Io L) DER 
&《 一 1， 试 证 之 如 次 ， 

对 称 轴 * 应 是 点 偶 (a 的 垂直 平分 线 ， 故 经 过 (172) 的 中 
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1 1 、 1 /1 
点 M 一 (二 ， 7) Rz ma m 一 十 /十 ~1， 另 一 
H» 1 一 (1, 0), L= (0, 1), $ Lh 的 斜率 为 m = — 1., H 
Ts 5 Lh 垂直 , 故 其 斜率 满足 关系 式 kmm 十 1 一 0 

由 此 即 得 和 一 1. 

今 以 两 相交 垂直 的 直线 为 坐标 轴 ， 并 以 这 两 直线 上 对 称 于 这 
两 直线 的 一 对 称 轴 的 两 个 点 为 单位 点 ， 由 此 组 成 的 垂直 坐标 系 称 
为 无 序 度量 几何 中 Descartes 坐标 系 , 相应 的 点 的 坐标 为 
Descartes 坐标 .依据 上 节 ,上面 的 结果 可 表 为 下 述 . 

定理 1 (无 序 ) 度量 几何 的 垂 方 组 系 由 非 0 平方 数 所 组 成 . 
特别 是 一 个 Descartes 坐标 系 的 垂 率 为 1 

依据 上 池 , 则 由 这 一 定理 可 知 ,对 一 Descartes 坐标 系 而 言 ,两 
直线 

Lu: wu ten to, = 0 
Ly: va tv to; = O0 
Cus 好 不 同时 为 soo v; 也 不 同时 为 0 ) ,互相 垂直 的 充 要 条 件 为 
uvi 十 uw = 0 
而 直线 Lu ABARRE EREA 
u? + o= 
对 于 斜率 ms, m, #0 或 co 的 两 直线 Las Lo 来 说 ， 条 件 也 可 写 
成 mm, 十 1 一 0 这些 都 与 常用 几何 中 的 情形 相同 . 

今 再 引信 全 合 的 概念 如 次 ， 

a Au dı 两 点 对 一 非 迷 向 线 的 直线 各 对 称 于 Bı, Bi Wis 
NIRAR (4:42) 5 (B,B;) 全 合 . 者 点 偶 (A14;,) 与 (8.8B,) 全 
A, (BB) 5 (C0) ZE, MERAB (44) 与 (CiC;) ZA. 
点 偶 (4142) 5 (BB) 全 合 时 记 作 

(4,4) = (B.B) 

全 合 关 系 具 有 下 面 一 些 简单 的 性 质 . 

性 质 1 点 偶 的 全 合 关系 是 一 等 价 关 系 . 

证 全 合 天 系 的 对 称 性 与 传递 性 直接 从 全 合 的 定义 可 以 得 
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A. 今 证 自 反 性 如 次 . 
大 Ay A: 不 同 , 而 4,4 的 连 线 FERN, 则 因 A, 4 
对 7 的 对 称 点 即 为 A, A» KHEXLM (AA) = (Ad). 不 
论 何 时 恒 可 在 平面 上 任 取 一 非 迷 向 线 的 直线 i, 命 4,，4， 对 1 的 
MAD An 42， 则 由 定义 有 
(AA) = (4143) 
ER 41, 43 对 i 的 对 称 点 即 为 A, Ao WEA 
(4142) = (A,A) 
于 是 依 定义 中 的 对 称 性 , 即 有 (414;) = (4,4). 
性 质 2 对 任意 点 偶 (414;) 有 
(Ad) = (A,4,) 
证 & A, 4; 不 同 ,而 连 线 4,4 非 迷 向 线 , 则 可 取 (4,4) 
的 垂直 平分 线 为 对 称 轴 ， 由 于 A, A 各 对 称 于 4,4, KA 
(A414,) = (Ardı). 


图 2.25 

如 图 2.25, 今 设 4.4; 是 迷 向 线 , 则 可 取 (4,4;) IPAM, H 
依 垂直 公理 04 过 M 作 任 一 非 迷 向 线 的 直线 !。 又 依 垂直 公理 O, 
过 M YEER, E 4, 对 /的 对 称 点 41。 因 !V4id4 而 MM 
是 (4142) 中 点 ， 故 了 过 (414) 的 中 点 。 NASE (AA) 的 中 
点 与 (4142) 的 中 点 M, ik I/Aida TÆ | A414;:， 因 而 41 对 
l 的 对 称 点 即 4;。 同样 ，4; 对 i 的 对 称 点 为 4: 时 ，4; 在 直线 
AM EH M 是 (A142) BAR. 又 4; 对 7 的 对 称 护 旭 41, 因 
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而 依 ls V DITE G 5 (AA) = (4:42) (4:143) = (ArAı)> 
ie (Ad) = (4241). WE. | 
性 质 3 平行 四 边 形 ABCD 的 两 组 对 边 互 相 全 合 , 即 
(AB)=(CD) (AD) = (BC) 


图 2.26 


证 ” 依 第 一 章 1.2 节 ， 如 图 2.26， 忆 ABCD 的 对 角 线 4C， 
BD 互相 平分 于 其 公共 交点 0， 即 0 是 点 偶 (4C) (BD) WE 
同 中 点 . 
今 先 设 AC, BD 中 至 少 有 一 非 迷 向 线 , 例如 4C 非 迷 向 线 . 
于 是 命 4C = !， 又 过 O 作 ! 的 垂直 线 l. ADH ! 的 对 称 点 为 
D’, 则 如 性 质 2 的 证 明 中 那样 ，D’ 对 7 的 对 称 点 即 为 B。 今 依 / 
为 对 称 轴 时 ,有 
(AD) = (4D') 
LIKT ANKAN, A 
(4AD') = (CB) 
WA (4D) = (CB), 或 依 性 质 2， 即 (4D) = (BC). 同样 也 
有 (4B) = (CD). 
如 图 2.27, 今 设 对 角 线 AC, BD 都 是 迷 向 线 . 依 2.2 节 , 一 
个 三 角形 的 三 条 边线 不 能 都 是 迷 向 线 , 因 而 诸 直 线 AB, BC, CD, 
AD 都 不 能 是 迷 向 线 。 于 是 可 过 0 作 直 线 ! 与 4AB, CD 垂直 时 
必 与 之 相交 , 且 设 交点 各 为 BE 与 F。 今 过 C,D 各 作 直 线 与 AB 
垂直 , 且 各 与 之 交 于 A 与 B。 则 因 0 是 (4C) 中 点 也 是 (BD) 
中 点 ， 故 互 是 (44) 中 点 也 是 (BB) 中 点 。 因为 以 /1 为 对 称 轴 
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图 2.27 
KM, A, B 的 对 称 点 各 为 A's B', MR 
(AB)=(4A’B’) 
又 平行 四 边 形 4'8'DC 的 两 组 对 边 4'B', CD 各 与 4'C, BD 
垂直 .由 此 多 证 


(A’B')=(CD) 
由 全 合 的 传递 性 即 得 (AB)=(CD) 同样 也 有 (BC) = (AD), 
至 此 定理 已 完全 证 明 . 

以 上 关于 全 合 的 定义 及 其 一 些 性 质 (定理 1 除外 ) ,实际 上 并 不 
真正 用 到 对 称 轴 公 理 , 因而 仍 可 看 成 是 垂直 几何 的 内 容 。 但 对 于 
下 面 的 一 些 结果 ,对 称 轴 公 理 将 是 不 可 了 缺少 的 ， 

首先 迷 向 线 上 两 点 所 成 点 侦 显 然 不 可 能 与 非 迷 向 线 上 两 点 的 
REZE. 故 以 后 全 合 关系 可 限制 在 点 偶 位 于 非 迷 向 线 上 的 情 
形 . 另 一 方面 ,由 于 对 称 轴 公 理 任 两 非 迷 向 直线 都 有 对 称 轴 ,因而 
位 于 任 两 非 迷 向 直线 上 的 点 偶 都 可 考虑 其 是 否 全 合 的 问题 ， 

为 此 在 平面 上 先 任 取 一 固定 的 非 迷 向 直线 1, 并 在 其 上 任意 取 
EWA 1, J 了 与 其 中 点 O。 对 于 这 些 取 定 的 1 与 1, J 而 言 , 称 (17) 
为 一 标准 点 偶 , 于 是 可 将 对 称 轴 公 理 描述 成 下 面 的 形式 . 

转 置 公理 5 在 任 一 非 迷 向 直线 上 取 定 一 点 0' 后 , 即 在 7 
上 恰 有 两 点 1', 7 ,其 中 点 为 0', 且 使 

CPI) = (I'T) = CIJ) 
piin FIERA T R Oo MAERA L 且 所 取 o’ BE 0, 则 
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图 2.28 


Mss s 为 1, 7 的 两 个 对 称 轴 ,这 时 IT, J BRE, J 对 * 与 7 的 对 
AA. 大 了 不 经 过 O 也 不 与 1 平行 时 ， 可 过 C 作 VAr, EEN 
O” = 0, 且 取 7 三 为 7177 对 59 的 对 称 点 ， 过 六 7 ER 
平行 00” 而 与 1 交 于 r, IS, rS 即 为 转 置 公理 中 以 0 
为 中 点 的 六 上 的 两 个 点 . | 

今 取 定 直线 ! 与 其 上 标准 点 偶 (IT) 及 其 中 点 0 后 ,可 在 1 上 
确定 Desargues 数 系 N(,0, 1) 与 NGC， 0, J). 同样 对 任 一 ? 
与 其 上 一 点 0' 以 及 全 合 于 (7J) 且 以 0' 为 中 点 的 点 偶 OJ), 也 
可 在 上 上 确定 数 系 NU, 0', r) 与 NU, 0', J). 这样 的 数 系 
称 为 是 相配 的 , 且 各 以 0 与 0 为 中 心 . 

今 设 在 ! 上 任意 两 点 4，B。 又 设 在 另 一 非 迷 向 线 /上 两 点 
4 ,DB 使 (AB)=(AB). 8 4, B 在 数 系 N(1, O, 1) 中 对 
应 于 数 a, b, 则 在 数 系 NG, 0O, J) 中 将 对 应 于 一 。, 一 65。 又 对 
/上 的 相配 数 系 NU, 0,1) 与 NU, 0' J) 而 言 , 易 证 有 c, 
d, (Œ A, B 各 对 应 于 a =a +c, b 一 十， 或 a 一 一 6 十 
d, b = —b 十 4 于 是 不 论 何 时 ,都 有 

(b — aY = ((—b) 一 (一 ao) 产 一 (2 一 6 

换言之 ， 对 于 互相 全 合 的 点 偶 ， 在 其 所 在 直线 上 的 任 一 相配 数 系 
中 ， 所 对 应 两 数 之 莽 的 平方 为 一 常数 ， 我 们 称 这 一 常数 为 点 侦 
(AB) 的 距 方 , 记 作 4B3。 这 一 结果 可 归结 为 下 面 的 重要 性 质 : 


s Q2 。 


性 质 4 互相 全 合 的 非 迷 向 点 偶 有 相同 的 距 方 。 当 点 偶 的 两 
点 相同 时 , 距 方 为 0 ， 当 点 偶 的 两 点 不 相同 时 , 距 方 不 为 0 而 为 几 
何 附属 数 域 中 一 非 0 数 的 平方 ,这 一 非 0 数 并 非 唯一 确定 ,而 仅 确 
定 到 一 符号 , 

这 里 非 迷 向 点 偶 是 指 两 点 不 相同 时 不 在 一 迷 向 线 上 而 言 。 又 
距 方 指 对 一 已 确定 的 标准 点 偶而 言 . 

今 称 有 两 边线 互相 垂直 而 三 条 边线 都 非 迷 向 线 的 三 角 ÉZ 
股 形 , 称 第 三 边线 为 勾 股 形 的 斜 边 , 称 两 垂直 边线 的 交点 为 勾 股 形 
的 顶端 。 下 面 关 于 勾 股 形 的 定理 乃 是 本 节 的 主要 定理 , 也 是 引 人 
对 称 轴 公 理 或 转 置 公理 的 主要 路 获 . 

ER2 (ABER) KARTE ABC 的 顶端 在 C， 则 点 侦 
(AB), (4C), (BC) 的 距 方 之 间 有 关系 式 

AB = AC + BC 

在 未 证 此 定理 之 前 , 先 证 下 述 引 理 : | 

引 理 KARTE ABC 的 顶端 为 C。 MCE 4B HERS 
ABZTD. 在 直线 AB, AC 上 各 引进 以 4 为 中 心 的 相配 数 系 
时, 设 C, B, 各 对 应 于 c, 2,d， 则 有 关系 式 

bd = cç? 


图 2.29 


证 如 图 2.29, 设 4 一 :与 4C 一 六 上 以 4 为 中 心 的 相 
配 数 系 各 为 N=Ni, A, I) 与 N = N(1, A4,1'),! 与 1 的 一 
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个 对 称 轴 为 * A s HRF. DIT s 的 对 称 点 为 I 上 的 D’, 
而 C 对 * 的 对 称 点 为 ! 上 的 点 C， 则 CC’, DD WEHT s X 
CD X s KHARB CD, HZERT s 上 的 一 点 已 ， 且 由 2.2 
节 性 质 3 REAR, M CDLIM CD IY, 因而 C'D’/BC., 
今 过 C 作 直线 平行 于 1'C', 与 1 交 于 了 ， 应 用 Pasa 定理 于 交 线 
1, /以 及 其 上 的 点 FE, C',B 与 了 C, D 得 FD'YBI'。 依 假 
设 ，B, C', D 各 对 应 于 数 系 NN 中 的 d,c,d. A, C, D 也 各 
对 应 于 N 中 的 c, 4。 于 是 依 数 系 的 乘法 定义 ,点 下 在 数 系 尽 中 既 
对 应 于 和 又 对 应 于 24。 故 有 0 一 bh4，。 如 所 欲 证 ， 


图 2.30 


匆 股 定理 的 证 明 ， 如 图 2.30, 命 AB=1, AC =k, BC= 
2， 过 < 作 直 线 垂直 于 ?1 并 与 71 交 于 D， 作 点 偶 (48) 的 中 点 M， 
并 作 D 对 M 的 对 称 点 EE。 在 1, h 上 作 相 配 数 系 N 一 NG 4， 
I) 5 N =N, A, 11)。， 命 对 以 的 对 称 点 为 1;， 在 1 与 3 
上 又 作 相 配 数 系 N= NC, B, L) 与 N= NCh, B, h). 

x B, D IAF N, PRY bio dis 

C ”对 应 于 入 中 的 6， 
ÁA, D 对 应 于 N: 中 的 435 das 
C SETNHN ca 
则 由 引 理 有 
bdi = ci 
adı = cs 
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a, = b, 
XDE N: 中 对 应 的 数 d, BIE Æ N, 中 所 对 应 的 数 , 而 M ÆN 与 
N 中 都 对 应 于 o/2=5/2. 由 于 M Æ D,E 的 中 反 , 改 得 
a =b =d td 
今 从 距 方 定义 有 


结合 以 上 诸 式 即 得 45 一 4C + BC. WARE. 
从 勾 股 定理 立 得 以 下 定理 . 
定理 3 在 一 Descartes 坐标 系 中 若 两 点 P, 9 的 坐标 各 为 


P = (x, %1) Q = (Ys Yı) 
则 PO) 的 距 方 为 

PO= (x — $7 + (vo 
这 里 假设 在 P, 9 不 相同 时 ,PO 非 迷 向 线 . 

迄今 为 止 我 们 只 谈 及 点 偶 的 全 合 而 没有 涉及 角 的 全 合 问题 ， 

虽然 在 无 序 度 量 几 何 中 ， 除 一 些 垂直 公理 外 又 蒲 加 了 一 条 对 称 轴 
公理 ,但 仍 无 线段 一 类 概念 。 因 而 我 们 引入 了 点 偶 的 距 方 ， 而 没 
有 引进 线段 的 长 度 或 两 点 的 距离 。 同样 , 在 这 种 几何 中 也 无 半 直 
线 与 角 的 概念 ， 因 而 不 能 象 常用 几何 那样 谈 到 相交 直线 的 四 个 交 
A. 但 我 们 仍 不 妨 称 两 相交 直线 构成 了 一 个 全 角 ， 如 果 两 直线 为 
l,l, RAA 0, 则 这 一 全 角 记 为 LOCH NM) 或 Lo). 在 
不 致 引起 混淆 时 也 简 记 为 之 0 或 ZN. 我 们 将 推广 之 于 两 
直线 1, ?相合 以 及 其 上 一 点 0 的 情形 。 这 时 的 全 角 XOU, DE 
为 平角 .在 两 直线 1，” 相 垂直 且 相 交 于 2 时 ， 所 成 的 全 角 也 称 
为 直角 . 不 论 何 时 ,以 后 凡 提 到 全 和 角 时 ,将 局 限于 1, 7 SEEN 
的 情形 .这 时 的 O 点 称 为 全 角 的 顶点，1, 则 称 为 全 角 的 两 条 过 
线 . 依照 对 称 轴 公 理 , 一 个 全 和 角 的 两 条 边线 不 相 重 合 , 即 全 和 角 非 平 
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角 时 , 恰 有 两 条 对 称 线 , 我 们 称 之 为 这 一 全 角 的 分 角 线 . 

类 似 于 点 偶 的 全 合 ， 我 们 还 将 定义 两 个 全 A XO h) 5 
XO 2) 全 合 . 如 果 有 一 非 迷 向 线 的 直线 使 0, ,4 对 s 的 
对 称 点 与 线 各 为 0,5 SERIE XO, L) 5200: W) 全 
en XO h) 与 XOR, h) 全 合 ， 则 我 们 也 定义 00, 
h) 与 XO”, 17) 全 合 ， 若 两 全 角 XOG, h) 与 X0, h) 
全 合 , 则 记 为 

XO h) = X0’h, h) 

又 在 A4BC 与 AABC 之 间 , 设 有 关系 式 
(AB)=(AB) (4AC)=(A4'C') (BC)=(B'C') 
YA(AB, AC) = XA'(A'B’, 4'C') 

XB(BA, BC) = XB’(B’A', B’C') 
XC(CA, CB) = XC'(C'A', C'B') 
则 称 人 4BC 与 AA'B'C 全 合 , 简 记 为 
和 人 4BC = AA'B'C' 

显然 有 下 面 的 性 质 : 

MMS 00, h)= XOC, 1 )， 且 前 的 全 合 关系 是 一 等 
价 关 系 。 又 三 角形 间 的 全 合 关系 也 是 等 价 关 系 . 

定理 4 设 两 三 角形 AABC 与 AABC 的 边线 都 非 迷 向 
线 而 有 关系 | 

(4B) = (4'B’) (AC)=(A'C') (BC) = (B'C') 

则 这 两 三 角形 全 合 ， 

证 者 4 与 4 不 同 , E 44' 非 迷 向 线 ， 则 可 作 点 偶 (4 4') 
的 垂直 平分 线 s。 命 B's C' 对 ， 的 对 称 点 为 B”, C”, WEE 
NABC' = AAB"’C", ZB’ SBANH, WE AB, AB" WË 
线 不 重合 时 ,可 取 其 分 角 线 之 一 为 , 而 在 AB, AB” 重合 时 ,可 
AFRE s. m C Re RRAS c”, WEBS 

A^AAB”C” = AABC”. 
由 于 三 角形 的 全 合 关 系 是 一 等 价 关 系 , 故 为 证 明 XA = 这 4 只 
第 考虑 Ad BC 的 A, B' 各 与 4, B 重合 这 一 情形 由 可 。 在 
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44 是 迷 向 线 时 ,也 不 难 归结 到 这 一 情形 . 
为 此 试 取 一 Descartes 坐标 系 , 如 图 2.31， 以 4 为 原点 , 直线 
AB 为 坐标 轴 之 一 1,。 又 
在 坐标 轴 上 的 单位 点 将 选 
取 使 其 上 所 定数 系 是 与 标 
准 数 系 相配 的 数 系 . 设 各 
点 的 坐标 为 
B = (5,0) 
C=(c,d) 
C=(c,d) 
因 点 偶 的 全 合 相当 于 距 方 
的 相等 , 故 依 定理 3, 从 Al 2.3 
(AC)=(AC’), (BC)=(Bc’) 


得 
c? + Ë = c” d” 
(e — bY + P = (ce — bY td’ 
二 式 相 减 得 
2cb = 2c'b 
因 8 不 重合 于 4, 故 b0., 由 此 得 
c= c 
又 从 第 一 式 得 d =d’, I 
d = d R dm= —d' 
在 前 一 情形 C 与 C 重合 ,而 在 后 一 情形 C’ 对 4B 直线 对 称 于 
C, 故 不 论 何 时 都 有 AABC = AABC. EE. 
与 定理 4 不同, 常用 几何 中 的 另 两 个 三 角形 全 合 定 理 在 这 里 
并 不 成 立 。 男 一 方面 ,点 偶 虽 不 能 定义 距离 或 长 度 , 但 可 定义 距 方 
作为 两 点 间 相 距 的 某 种 量度 ， 而 具有 常用 几何 中 距离 或 长 度 概 念 
的 部 份 人 性质. 同样 ,一 个 全 角 虽 不 能 定义 其 大 小 ,但 也 可 引进 某 种 
量度 其 有 常用 几何 中 角 的 大 小 的 部 份 人 性质， 例如 上 节 末 两 相交 直 
线 的 工头 数 的 平方 即 可 作为 这 样 一 种 量度 . BZ 无 序 度量 几何 
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保留 了 常用 几何 中 的 部 份 度量 性 质 ， 但 由 于 没有 次 序 概念 ， 这 些 
度量 性 质 与 常用 几何 相 比 是 不 完全 的 。 下 市 将 进一步 讨论 这 一 问 
题 ， 


25 ”次 序 公理 与 有 序 度 量 几 何 


在 前 几 节 中 从 关联 公 理 HI, 平行 公理 HIV, 无 限 公理 与 
Desargues 公理 D, 以 及 垂直 公理 O 与 对 称 轴 公 理 $, 建 立 了 无 序 垂 
直 几 何 与 无 序 度量 几何 。 虽然 , 在 这 种 几何 中 可 以 部 分 地 引 人 通 
常 的 全 合 关系 与 度量 性 质 , 但 因 无 次 序 概念 ,几何 的 附属 数 域 的 数 
无 正 负 ,更 不 能 比较 数 的 大 小 ,所 以 相应 的 全 合 关系 与 度量 性 质 与 
常用 几何 相 比 是 不 完全 的 ， 为 此 必须 引入 次 序 或 类 似 的 概念 才 有 
此 可 能 . 这 种 概念 与 公理 可 以 用 不 同 的 方式 引进 ,本 书 将 仍 依据 
Hilbert KJLI ÆR. Hiber 该 书 先后 诸 版 ,关于 次 序 公 理 曾 
有 多 次 修改 ,内容 都 赂 有 不 同 ,但 最 终结 果 还 是 相同 的 .虽然 第 一 
版 的 公理 不 象 后 来 几 版 那样 是 完全 独立 的 ， 但 我 们 的 目的 不 在 于 
公理 之 间 的 逻辑 关系 和 独立 与 否 , 故 仍 将 以 第 一 版 为 准 叙 述 如 下 ， 

次 序 公 理 牵 涉 到 直线 上 三 个 不 同 的 点 ， 其 中 包括 一 点 在 另 丙 
点 之 间 这 种 不 加 定义 的 基本 概念 此 概念 满足 以 下 诸 ( 平 面 上 的 / 
公理 . 


次 序 公理 HI 


HII 设 直线 上 三 个 不 同 的 点 4, B,C, BEA CÈ 
WNB EE C, AZE a 

HI2 对 直线 上 的 任 两 不 同 的 点 4 与 C, 恒 有 另 一 点 了 3 在 4 
与 C 之 间 , 又 有 男 一 点 D, 使 C 在 4 与 D 之 间 . 

HI3 任 给 直线 上 的 三 个 不 同 的 点 4, B,C， 必 有 且 恰 有 
以 下 三 种 情形 之 一 : BE 4,C 之 闻 ,4 在 B,C 之 间 ,C 在 4， 
B 之 间 . 

给 定 两 个 不 同 的 点 4, 8, 在 4, B 所 定 直 线 上 所 有 那些 在 
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4,B 之 闻 的 点 的 全 体 称 为 一 个 线段 ， 记 作 |4B1.。 依 公理 HHI 
也 可 记 作 184|, 4,，B 称 为 线段 |48 | 或 184| DIN. REN 
那样 ,我们 也 可 定义 以 4A, L 为 端点 由 线段 4B, BC,---, KL 所 
不 再 详 述 . 1 

Hil4 (Pash 公理 ) 设 4,B, C 是 不 在 同一 直线 上 的 三 
点 、 若 直线 1 通过 线段 |48| 中 的 一 点 , 则 ! 或 通过 C ,或 通过 线 
段 14C1 中 的 一 点 ,或 通过 线段 18C| 中 的 一 点 ,三 者 必 居 其 一 . 

从 关联 公理 HI 与 次 序 公理 HII1 一 HII4 可 以 得 出 以 下 一 些 
关于 分 隔 的 性 质 : 

分 隔 性 质 1 给 定 一 直线 1 与 其 上 一 点 0, 则 1 上 不 同 于 O 
的 点 可 分 成 两 个 部 分 , 称 为 : 上 0 点 的 两 侧 , 使 两 点 4，B 分 处 0 
FIN, OE A, B 之 间 , 而 在 A, B 位 于 0 的 同 侧 时 ，0O 不 在 
4A, B 之 间 . 这 时 , 这 两 部 分 将 各 称 为 上 从 O 起 始 的 一 条 半 直 线 
或 射线 . 

分 隔 性 质 2 ” 任 给 平面 上 的 一 直线 1, ! 外 的 点 可 分 成 两 部 
分 , 称 为 平面 上 I 的 两 侧 。 使 两 点 4, B 位 于 1 的 同 侧 时 ,线段 
1481 与 1 无 公共 点 ,而 当 4, B 位 于 1 的 异 侧 时 , 任 一 连结 4, B 
的 折线 | 4.……B| 都 与 ! 有 公共 点 . 

分 隔 性 质 3 ”从 同一 点 CO 出 发 但 不 位 于 同一 直线 上 的 两 条 半 
直线 h h 称 为 构成 一 个 角 , 以 0 为 顶点 而 以 hsh 为 边线 , 记 作 
I h) È 六 (51)， 于 是 不 在 角 上 ( 既 非 顶 点 又 不 在 边线 上 ) 
的 点 被 角 分 成 内 部 与 外 部 两 部 分 ， 同 位 于 内 部 (或 外 部 ) 的 任意 两 
点 可 以 一 线段 (或 一 折线 ) 相 连 而 不 与 角 相 过， 但 如 果 两 点 中 的 一 
点 位 于 内 部 , 另 一 点 位 于 外 部 时 ,连结 这 两 点 的 任 一 折线 必 与 角 相 
遇 . 又 内 部 是 以 下 两 部 分 的 公共 部 分 : 其 中 一 部 分 是 边线 1 所 在 
直线 含有 边线 L 上 点 的 那 一 侧 ， 而 另 一 部 分 是 边线 i, 所 在 直线 合 
有 边线 1 上 点 的 那 一 侧 ， 至 于 外 部 则 由 既 不 在 内 部 又 不 在 第 上 
的 那些 点 所 组 成 . 

分 隔 性 质 4 任 给 一 简单 多 边 形 P。 P 以 外 的 点 可 分 成 两 部 
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分 , 称 为 P 的 内 部 与 外 部 .。 使 两 点 4, 8 同位 于 内 部 或 同位 于 外 
部 时 , 必 有 一 连结 A, B 的 折线 14.…B| 与 P 不 相遇 ,而 当 4,B 
分 处 于 PP 的 内 部 与 外 部 时 , 任 一 连结 A, B 的 折线 la--- BI 都 必 
与 己 相 遇 . 又 内 部 与 外 部 的 区 分 在 于 有 直线 完全 位 于 P 的 外 
部 ,但 没有 一 条 直线 能 完全 位 于 P 的 内 部 . 

今 设 一 多 边 形 P, 如 果 对 于 P 的 任 两 相 邻 顶点 ,了 的 其 它 顶 点 
都 在 这 两 相 邻 顶点 所 定 直 线 的 同 侧 ， 则 称 这 样 的 多 边 形 为 一 凸 多 
边 形 . 称 任 两 不 相 邻 顶点 所 定 线段 为 这 一 凸 多 边 形 的 一 条 对 角 线 
段 ， 于 是 有 下 面 的 性 质 : 

分 隔 性 质 5 ”了 西 多边 形 的 任 一 对 名 有 线段 都 在 这 一 多 边 形 的 内 
部 ， 

这 些 分 隔 性 质 的 证 明 都 颇 为 烦琐 ,有 的 还 不 太 容 易 。 读者 可 
参看 Hilbert《 几 何 基础 》 一 书 俄 文 与 中 文 译 本 的 俄 译 者 注 ，Kere- 
kjarto 的 著作 [1 ,或 Veblen 5 Young 的 著作 [1] 第 二 卷 最 后 一 
章 等 . 

以 下 将 假设 平面 除 满足 (无 序 ) 度 量 几 何 的 全 部 或 部 分 公理 外 
还 满足 次 序 公理 HIHI 一 HH4. 这 样 的 几何 称 为 有 序 度量 几何 或 
有 序 Pascal 几何 ,有 序 垂直 几何 ,等 等 .在 这 种 有 序 几 何 中 ,从 分 
隔 性 质 容易 得 出 以 下 的 一 些 推 论 : | 

推论 1 设 两 不 同 直 线 Lh 上 各 有 点 As Bo Ci 与 Ass 
Bı, Ca BAHR: 且 不 同 于 可 能 有 的 交点 . 车 4143|B,8|C,C，;， 
则 是 否 B: E 4, C, 之 间 ( 或 Ci 在 A, Bi 之 间 ), 要 取决 于 是 否 
BE 4, C ZAER CG Æ As 
B, 之 间 ) 而 定 . Æ h, h 相交 于 
om Ci Ci 与 2 相 重 合 ， 则 在 
A,4;| BB, 时 也 有 同样 结论 . 

证 试 考 虑 前 一 情形 . 如 图 
4; B /CG 2.32, 因 Ad:lBıB, & A: 4: 

图 2.32 两 点 位 于 直线 BB SAW. A 
样 Cis C3 也 在 直线 B, B3 的 同 侧 ， I 4，C， 是 否 位 于 BB, 
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=, M A, C 是 否 位 于 BB 的 异 侧 而 定 . 也 即 B EEE 
Aio Ci ZUM B: 之 是 否 在 A, Co ZAME. 其 它 情 形 仿 此 。 

推论 2 三 角形 与 平行 四 边 形 都 是 凸 多 边 形 ， 

证 ”由 定义 自明 . 

推论 3 两 不 同 点 的 中 点 必 在 这 两 点 之 间 。 

证 M. 

今 在 一 直线 1 上 固定 两 点 O 与 1， 并 以 之 作为 0 与 1 而 确定 
一 Desargues XAN=N(,0,ND. RIRRILSIEON 
侧 的 那些 点 所 对 应 中 的 数 定义 为 N 中 的 正 数 ， 而 把 与 在 0 异 
侧 的 那些 点 所 对 应 中 的 数 定义 为 Y 中 的 负数 ， 特别 有 ，1 是 正 
数 , 而 由 推论 3 知 一 1 是 负数 . 由 于 推论 1, 如 果 在 另 一 直线 上 上 
取 0’, 1 并 以 之 作为 0 与 1 而 作 Desargues 数 系 N =N(V,0', 
7) 时 ,在 确定 同 构 N = NM 下 ,NV 中 的 正 数 将 对 应 于 入" 中 的 正 数 ， 
六 中 的 负数 也 将 对 应 于 N 中 的 负数 。 因 此 我 们 可 据 之 以 定义 在 
几何 附属 数 域 中 0 以 外 数 的 正 与 负 , 也 可 以 定义 任 一 数 的 绝对 值 ， 

下 面 的 定理 可 视 为 本 节 的 主要 定理 ， 

定理 1 有 序 Pascal 几何 的 附属 数 域 N 在 以 上 正 负 数 定义 之 
下 成 一 有 序 域 , 即 有 以 下 三 性 质 : 

1， 若 «为 正 数 , 则 一 a 为 负数 . 反之 ,者 a 为 负数 , 则 一 4 为 
EX. 

2. Æa, b REER N a+b HEER. 

3, Æ ,2 都 是 正 数 或 都 是 负数 , 则 ab EER. Æ a, b 中 一 
是 正 数 而 另 一 是 负数 , 则 ab ER. 

` 证 

1. 在 直线 1 上 取 O0 与 1 作为 0 与 1 以 定义 Desargues 数 系 
N= N(1, 0,1). 设 4a4 六 0 与 一 a = 0 作为 N 中 的 数 , 且 各 对 
应 于 1 上 的 点 4 与 8, 则 0 为 4, B 的 中 点 . 由 推论 3, 4, Bi 
于 1 上 0 的 异 侧 , 故 对 应 的 数 4 与 一 4 一 个 为 正 , 而 男 一 个 为 负 . 
又 因为 1 为 正 数 而 一 1 为 负数 , 故 由 于 一 a 一 (一 1) -a 此 性 质 亦 
可 从 第 三 个 性 质 得 出 ， 
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2. 今 设 本 定理 的 第 3 个 性 质 成 立 而 证 第 2 TER. 如 前 在 


2.33 
1 上 取 O, 1, #ERAN. 如 图 233,140, b 在 1 上 对 应 于 点 4 
与 BB， 并 设 C 对 应 于 atb, 则 作 平 行 四 边 形 0ADE， 依 定义 ， 
BCDE 也 是 平行 四 边 形 ， 

在 a=b kA O, C NAH 4, C 在 0 的 同 侧 ,而 5 
与 a 同 为 正 数 . 为 此 设 ab, HRH EO, B 之 间 : 因 0， 
E 在 直线 AD 的 同 侧 ,而 0, B 在 4D 的 异 侧 , 故 B,E 在 AD 
异 侧 而 | 3 五 | 线段 必 与 直线 4D 相交 , 设 交点 为 ， 因 |EF| 线 
段 不 能 再 有 ! 上 的 点 , B E, F EI Alm E, DEE: AN, 
D, F WEAN, 因而 线段 |DF| 不 能 与 1 相 于 ,或 4 不 在 D， 
F 之 间 . 同样 线段 | BF| 不 能 再 与 直线 DE WB, HB;FE 
DE 同 侧 ,4, B 也 在 DE AM. 于 是 由 4, F 在 DE 同 侧 知己 不 
能 在 A, F ZĘ AmA FAE A, D 之 间 而 由 推论 1,B 在 4,C 
za. KE LECA, B 都 在 0 的 同 侧 而 知 a +b 也 是 正 数 . 

3. 设 1, 0, 了 与 N 如 前 ;并 设 A, B 在 1 上 各 对 应 于 数 4a, b. 
今 过 0 任 作 另 一 直线 ,并 在 上任 取 一 不 同 于 OO 的 点 1'。 NB 
作 直 线 平行 于 II 而 与 7 ZFR, XÜ B 作 直 线 平行 于 Ar 而 
与 7 交 于 C。 则 依 乘 法 定义 ,C 所 对 应 的 数 c 即 为 ab:c = ab, 

今 依 推论 1, 4 与 CC 在 1 上 位 于 OO 的 同 侧 与 否 , 视 7， B Ær 
上 位 于 OO 的 同 侧 与 否 而 定 。 XT,B 是否 在 ”上 o 的 同 侧 , 又 视 
l, B 是 否 在 1! 上 0 的 同 侧 而 定 。 由 此 知 a,c 是 否 同 为 正 负 与 否 ， 
视 5 为 正 或 为 负 而 定 . 第 三 个 性 质 得 证 。 见 图 2.34. 

”从 这 一 定理 立 得 下 面 的 定理 . 
定理 2 在 有 序 Pascal 儿 何 的 附属 数 域 和 中 引信 大 小 概念 过 
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图 2.34 
与 之 如 下 ; 
| a > 04a HWER 
a < 04a 为 全 数 
b > a&b — a >00 a < bab0 
于 是 数 域 太 满足 第 一 章 1.4 节 中 关于 数 系 的 1 一 17 Aa. 
男 一 个 重要 定理 如 下 : 
定理 3 在 有 序 度量 几何 中 迷 向 线 不 存在 ， 
证 试 取 一 Descartes 坐标 系 , 若 有 迷 向 线 工 存在 , 可 设 其 方 
程 为 
L: ur + wur, + u; = 0 
其 中 u, u 不 同时 为 0( 实 际 上 都 不 为 0)。 由 于 Descartes 坐标 的 
EFA 1, 故 有 
u? + u = 0 
于 是 有 —1 = (u/n). 但 不 论 u/u 的 正 负 如 何 ， 依 定理 1 中 
的 第 三 个 性 质 ，(wi/u2)* 恒 为 正 数 , 但 一 1 是 负数 , 故 不 合理 ,而 迷 
向 线 不 存在 ， 
我 们 兽 经 定义 过 点 偶 的 全 合 与 全 角 的 全 合 . 但 不 象 Hilbert 
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对 常用 几何 的 公理 系统 那样 ， 我 们 没有 将 全 合作 为 基本 概念 来 引 
A, 更 无 所 谓 全 合 公理 . 事实 上 也 并 不 需要 . 因为 在 这 一 有 序 度 
量 几何 中 ， 线 段 的 全 合 与 角 的 全 合 可 以 作为 派生 概念 依据 其 它 公 
HEXER. 为 此 试 考虑 任 一 直线 /， 依 据 定理 3 这 一 直线 不 可 
能 是 迷 向 线 . 今 设 在 任 一 直线 上 的 三 个 点 4, B,C 并 设 B 在 
4,C 之 闻 . 命 4, B,C 对 1 的 对 称 点 为 4 ,B,C ， 则 依 
2.2, 4’, B', C 也 在 一 直线 上 ，. 不仅 如 此 ， 由 于 44|BB’| 
CC'， 故 依 推论 1, B 也 在 4', C 之 间 , 因而 线段 |4C| 对 :的 
反射 也 是 一 个 线段 | 4'C'|. 同样, 一 条 半 直 线 或 射线 对 7 的 反射 
也 是 一 条 半 直 线 或 射线 , 一 个 角 对 ! 的 反射 也 是 一 个 角 . TER 
干 次 反射 来 获得 ， 这 时 全 合 仍 将 如 前 使 用 同样 的 符号 尘 。 对 于 
A4BC 与 A4 BC 来 说 , 我 们 说 它们 全 合 , 即 | 
AABC=AABC., 
如 果 
I4B| 二 14’B’|, |4C| = |4’C’|, |BC| æ | B'C'|, 
且 
XBAC = YB'A'C', XABC = YA'B'C’, 
YACB = XA C'R’, 
这 里 XBAC 是 指 从 4 出 发 而 经 过 B,C 的 两 条 半 直 线 所 成 的 
角 , 其 它 同 此 . 于 是 2.4 节 的 定理 4 即 可 加 强 成 下 面 的 形式 ， 
定理 4 若 AABC 与 AABC 的 
|AB| =|4'B’|, \Ac| = |4’c’\, |BC| = |B'C'], 
则 这 两 三 角形 全 合 (依照 上 面 的 新 定义 ): 
AABC = AA’B’'C’ 

在 无 序 度量 几何 中 ,关于 两 三 角形 的 全 合 , 虽 然 有 相当 于 党 用 
几何 中 ss 的 定理 ， 但 与 asa W sas 相当 的 定理 则 不 成立， 
但 在 有 序 度 量 儿 何 中 , 则 易 证 后 两 定理 仍然 成 立 ， 事 实 上 ,在 以 上 
关于 线段 、 角 及 三 角形 全 合 的 定义 下 ,容易 证 明 下 述 定 理 . 

定理 5 在 有 序 度 量 几何 中 , 依据 上 面 关 于 全 合 的 定义 ，Hi 
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ibet 公理 系统 中 的 全 部 全 合 公理 HII 都 成 立 . 

在 无 序 度量 几何 中 确定 了 一 个 标准 点 偶 后 ， 任 一 点 偶 (AB) 
有 一 个 确定 的 附属 数 域 攻 ,其 中 的 数 称 为 (4B3) 的 距 方 , 记 成 48. 
这 一 距 方 是 KK 中 一 数 的 平方 , 而 该 数 可 取 +e, 一 < 两 个 不 同 的 值 
( 设 4, B 不 同 )， 由 于 KK 中 的 数 无 正 负 ， 因 此 无 法 分 辨 +c, —c 
两 值 。 但 在 有 序 度量 几何 中 ,附属 数 域 KK 中 非 0 的 数 有 正 负 之 分 ， 
因而 可 以 谈 及 一 数 的 绝对 值 , 仍 以 通常 记号 | | 表示 . 于 是 对 于 距 
方 AB = (+c? = (c), 可 取 |+c| 一 | 一 c| = le, 将 它 定 
义 为 4，B 两 点 的 距离 或 线段 |48B1 的 长 度 , 记 作 48， 即 

AB = AB, 

因此 ,在 有 序 度量 几何 中 ,以 点 和 直线 作为 基本 对 象 ,关联 、 平 
行 、 垂 直 以 及 次 序 或 在 … 之 间作 为 基本 关系 . 从 有 关 的 一 些 公理 
出 发 ,包括 关联 公理 HI, 平行 公理 HIV， 无 限 公 理 ，Desargues 公 
MD, EHAE O, 对称 轴 公理 $ 以 及 次 序 公 理 HH， 即 可 引信 
全 合 与 距离 及 长 度 等 概念 ， 它 们 具有 常用 几何 中 那些 关于 全 合 与 
度量 的 人 所 熟知 的 那些 性 质 ， 


26 和 荫 用 几何 及 其 关 属 几何 


在 前 面 各 节 , 曾 经 从 公理 出 发 建立 了 形形色色 的 各 种 几何 ,为 
此 有 必要 对 几何 这 一 概念 本 身 给 出 一 个 数学 上 的 严格 定义 .如果 
要 弄 清 儿 何 的 意义 、 几 何 的 目的 ,几何 的 本 质 以 及 几何 是 什么 与 研 
究 什 么 等 一 类 问题 ,势必 会 率 涉 到 哲学 、 DE, 社会 科学 等 数学 以 
外 的 种 种 问题 ,容易 陷 人 纷争 ， 就 本 书 的 目的 来 说 ,我 们 将 局 限于 
几何 的 公理 化 描述 方式 ， 也 就 是 采取 Hilbert 那 种 形式 定义 的 方 
式 来 定义 几何 学 . 自然 这 并 不 是 唯一 的 方式 , 更 谈 不 上 是 最 好 或 
应 取 的 方式 ,甚至 它 对 当代 最 活跃 的 一 些 几 何 学 分 支 也 不 能 适用 ， 
例如 代数 几何 、 微 分 几何 或 拓扑 学 等 等 ， 但 对 于 以 初等 几何 机 械 
化 问题 为 讨论 主题 的 本 书 来 说 ， 这 种 以 公理 出 发 的 定义 方式 似乎 
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是 适宜 的 . | 

为 了 本 书 的 目的 ,我 们 先 作 出 下 述 定义 : 

定义 1 所 谓 一 种 几何 G, 是 指 由 三 类 事物 E, RA 所 构成 
的 集体 ， 第 一 类 事物 五 是 由 若干 种 基本 对 象 集 所 构成 的 集合 : 
E = {E E). 第 二 类 事物 R 是 若干 种 基本 对 象 间 基本 关系 
的 集合 : R= {R,'……,，R,}， 第 三 类 事物 4 则 是 一 些 所 谓 公 理 的 


集合 : 4 一 141，**"…，44s}， 其 中 每 一 条 公理 4; 都 具有 下 面 的 形 
式 : 
O 设 有 若干 个 基本 对 篆 : 
a€ En e6 E; 


并 设 这 些 基本 对 象 间 具 有 若干 个 基本 关系 : 
Roles, tt’ Eau) V == Vis tty Um 
则 在 这 些 基 本 对 象 闻 必 另 有 某 些 基 本 关系 : 
Re "> En) u = ui, “**3 Un 

由 于 基本 对 象 EE、 基 本 关系 尺 与 公理 4 的 选择 不 同 , 即 可 有 种 
种 各 别 的 几何 G。 对 某 一 固定 的 几何 G 来 说 , 又 可 以 从 其 者 干 个 
基本 对 象 满足 某 些 基本 关系 而 定义 这 些 对 象 癌 的 新 的 关系 ， 称 这 
” 样 的 关系 为 这 些 对 象 间 的 派生 关系 或 导出 关系 . 同样 也 可 定义 派 
生 对 象 或 导出 对 象 ,派生 概念 或 导出 概念 等 . 

试 以 Desargues《 平 面 ) 几 何 为 例 . 它 的 基本 对 象 由 两 个 集 
合 组 成 : SE. 中 的 元 素 称 为 点 ，E， 中 的 元 素 称 为 直线 ， 
基本 关系 由 两 个 元 素 R 与 RAR. 称 R, 为 关联 关系 , 称 R 
为 平行 关系 ， 关系 Rı(eı> ez) 意 指 ĉi 为 E, HAJA er 为 E; 中 的 
直线 ,而 点 o 在 直线 ak. 关系 Rıle, ed) WE ee 是 两 条 
E, 中 不 相同 的 直线 , 而 ee 相互 平行 . 公理 集合 4 则 系 由 Hi- 
lbet 关联 公理 HI 无 限 公 理 De。 与 Desargues 公理 Di, Di 以 及 
QIR) FFAS HIV 等 所 组 成 ， 又 如 (无 序 ) 垂 直 几 何 , 除 了 上 面 
这 些 基本 对 象 与 基本 关系 外 ， 又 多 了 另 一 种 基本 关系 一 一 垂直 天 
系 ,公理 也 添 人 了 某 些 所 谓 垂直 公理 .在 这 种 垂直 几何 中 ,对 于 某 
些 满足 若干 关系 ,例如 两 个 点 4，B € E, 与 直线 1, 可 以 定义 4, B 
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对 1 对 称 这 样 的 派生 关系 .在 这 种 几何 中 ,还 可 以 定义 三 角形 , 平 
行 四 边 形 , 勾 股 形 等 派生 对 象 ， 其 它 曾 经 提 到 过 的 各 种 几何 ,都 可 
以 依据 这 种 方式 来 给 出 明确 的 定义 . 

在 本 书 开 首 的 第 一 章 1.1 节 , 曾 列举 了 Hilbert《 几 何 基础 》 一 
书 中 所 提出 关于 初等 (平面 ) 几 何 的 基本 对 象 、 基 本 关系 及 其 所 应 
满足 的 五 类 公理 。 基 本 对 象 包括 点 与 直线 ,基本 关系 包括 关联 \ 次 
序 、 全 合 、 平 行 等 四 种 ,公理 则 分 成 关联 公理 、 次 序 公 理 、 全 合 公理 、 
平行 公理 与 连续 公理 等 五 类 , 分 别 记 作 HI 一 HV。 按照 上 面 关于 
几何 的 严格 定义 ， 这些 基本 对 象 、 基 本 关系 和 公理 构成 了 一 种 几 
何 。 这 种 特殊 的 几何 , 在 文献 中 通称 为 欧 几 黑 得 几何 。 这 一 名 称 
起 源 于 古 希 腊 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 但 这 种 几何 也 同样 见 之 于 
古代 其 它 民 族 。 虽然 在 具体 课题 与 表达 形式 上 大 有 区 别 , 但 就 其 
实质 而 言 ， 这 种 几何 乃 是 古今 中 外 所 有 人 们 日 常生 活 与 生产 实践 
中 所 惯 见 惯用 的 几何 学 . 与 其 它 几 何 学 相 比 ， 例 如 非 欧 几 何 只 通 
行 于 科学 家 之 间 , 甚至 仅 通行 于 数学 家 中 有 特殊 兴趣 者 之 间 .， 为 
此 本 书 中 把 这 种 通称 为 欧 几 里 得 几何 的 几何 学 改称 为 常用 几何 . 

常用 几何 与 前 面 已 提 到 的 各 种 几何 并 不 是 彼此 无 关 的 ， 为 说 
明 彼 此 间 的 某 种 逻辑 上 的 关联 ， 先 对 几何 定理 这 一 概念 作出 数学 
上 的 严格 定义 如 次 . | 

定义 2 语句 (S)( 见 前 ) 中 所 提 到 的 基本 对 象 与 基本 关系 en， 
Eno Ros Ra 等 属于 一 给 定 的 几何 G, 则 CS) 称 为 几何 G 中 的 一 个 
几何 语句 或 论断 , 或 称 语句 (S) 在 几何 G 中 有 意义 。 这 时 称 诸 关 
AR 为 该 语句 的 假设 部 分 , 称 R. 为 该 语句 的 终结 部 分 . 

定义 3 在 几何 G 中 ,一 个 有 意义 的 几何 语 名 (S) 如 果 可 以 依 
据 一 般 的 逻辑 法 则 从 G 中 的 公理 逻辑 地 推导 出 来 , 则 称 (9) 是 几 
何 G 中 的 一 个 定理 ,或 称 定理 (S) 成 立 ， 否则 称 (S) 不 是 几何 G 
中 的 定理 ,或 称 定理 (S) 不 成 立 . 

显然 每 一 个 G 中 的 公理 都 是 G 中 的 定理 . 上 述 定义 中 定理 一 
词 有 两 种 不 同 的 用 法 .这 是 为 了 遵从 传统 的 习惯 用 法 , 当 不 至 不 引 
EREL. 
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对 于 上 面 语句 与 定理 的 定义 ， 不 难 用 数理 逻辑 的 用 语 与 符号 
来 精确 地 表达 .但 为 了 避免 叙述 过 份 烦琐 宛 长 将 不 这 样 做 ， 需 要 
补充 说 明 的 是 : 这 里 的 定义 不 牵涉 任何 存在 问题 ， 因 而 如 果 作 出 
逻辑 的 精确 表达 ,不 会 出 现存 在 31 这 样 的 量词 ,这 是 因为 语句 或 定 
理 终 结 部 分 中 出 现 的 各 种 基本 对 象 的 存在 是 在 假设 部 分 中 早已 规 
定 了 或 已 假定 了 的 . 

今 可 对 不 同 的 几何 作出 某 种 比较 如 下 . 

定义 4 设 两 种 几何 G 与 G', 如 果 G' 中 每 一 有 意义 的 语句 同 
时 也 是 G 中 有 意义 的 语句 , 而 且 G' 中 的 每 一 公理 都 是 G 中 的 定 
理 , 则 称 几 何 G' 关 属 于 几何 G, 或 G' 是 G 的 一 种 关 属 几何 , 记 作 

GG 

依据 定义 4, 所谓 几何 G' , 关 属 于 几何 G, 其 意义 仅 在 于 逻辑 
上 ， 即 在 G 中 依然 保持 G' 中 基本 对 象 间 的 基本 关系 ，G 中 的 
定理 在 G 中 也 依然 是 定理 .至 于 基本 对 象 与 关系 ,公理 、 定 理 等 的 
具体 意义 如 何 ,以 及 是 否 有 集合 间 的 包含 关系 这 一 类 问题 ,都 不 在 
HEZI. 这 些 形式 主义 的 定义 与 讨论 方式 , KA Hilbert, XF 
几何 定理 如 何 证 明 这 种 逻辑 问题 来 说 ， 此 种 方式 排除 了 与 逻辑 证 
明 无 关 的 各 种 外 加 因素 ,是 上 为 合适 与 有 效 的 . 

依据 上 述 几 何 及 相互 间 关 属 的 定义 ， 可 见 以 前 所 引进 的 各 种 
(平面 ) 几 何 都 是 常用 (平面 ) 几 何 的 关 属 几何 首先 , 基本 对 象 都 
是 同样 的 两 类 : 点 与 直线 ,基本 关系 (或 派生 关系 ) 则 有 以 下 儿 种 : 

R, 关联 关系 

R 平行 关系 

R 垂直 关系 

R， 全 合 关 系 

R， 对 称 关 系 

R 次 序 关 系 

在 以 上 这 些 关系 中 ,例如 垂直 关系 与 全 合 关系 ,在 某 些 几何 中 
是 基本 关系 ,而 在 另 一 些 几 何 中 则 不 然 , 可 从 其 它 基 本 关系 与 公理 
定义 它们 , 即 所 谓 派生 关系 。 
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在 依据 这 些 基 本 对 象 、 基 本 关系 以 及 某 些 公理 所 定义 的 〈 平 
面 ) 几 衙 中 (平面 二 字 在 下 面 将 略 去 不 提 ), 已 经 提 到 的 有 : 

Desargues 几何 

Pascal 几何 

《无 序 ) 垂 直 几 何 

(无 序 ) 度 量 几 何 

有 序 Pascal 几何 

有 序 度量 几何 

常用 几何 
等 等 .我 们 也 可 将 某 些 基本 关系 或 公理 语 人 上 面 的 几何 或 作 另 外 
的 组 合 以 形成 其 它 几 何 . 例如 我 们 可 把 次 序 关 系 与 次 序 公理 添 人 
Desargues 几何 与 垂直 几何 , 而 把 如 此 形成 的 几何 称 为 有 序 Desa- 
rgues 几何 与 有 序 垂 直 几 何等 等 . 

上 述 各 种 几何 间 有 着 简单 的 关 属 关系 , 例如 Pascal 几何 的 每 
一 公理 不 是 (KR) 垂直 几何 的 公理 就 是 该 几何 的 一 条 定理 (如 交 
ER Pascal 公理 ， 见 2.2 节 ). 因而 Pascal 几何 关 属 于 (无 序 ) 垂 直 
几何 . 事实 上 ,所 有 这 些 几 何 都 关 属 于 常用 几何 ,参见 下 图 ， 

Desargues 几何 


~ 
Pascal 几何 有 序 Desargues 几何 
(无 序 ) 牌 直 几 何 。 有 序 Pascal 几何 


(无 序 ) 度 量 几何 有 序 垂直 几何 
有 序 度量 几何 
常用 几何 
2.35 
上 述 种 种 几何 都 局 限于 平面 的 情形 ,因而 基本 对 象 只 有 两 种 ， 
点 与 直线 . 这 种 限制 自然 是 不 必要 的 . 我 们 可 以 考虑 空间 的 与 高 
维 的 几何 ， 其 中 的 基本 对 象 除 点 与 直线 外 还 有 平面 或 其 它 高 维 平 
m (hyperplanes) $. 同样 也 可 以 考虑 基本 对 象 不 限于 点 与 直线 
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之 类 关 属 于 常用 几何 的 那 种 几何 ， 例 如 以 直线 为 基本 对 象 的 直线 
几何 (Plücker, Klin 等 )， 芭 点 与 圆 或 有 疝 矢 与 有 加 图 为 基本 对 
象 ， 关 联 与 正 交 以 及 相 切 或 同 向 相 切 为 基本 关系 的 各 种 圆 几何 
(Möbius, Laguerre 等 )， 以 点 与 球 为 基本 对 象 的 球 几 何 CS. Lie 
等 ), 如 此 等 等 。 对 于 公理 系统 的 选择 则 有 着 更 大 的 回旋 余地 .， 除 
了 所 谓 投影 几何 之 外 , 由 于 平行 公理 的 修改 有 各 种 非 欧 几何 〈Lo- 
bachevsky, Bolyai, Riemann =), 由 于 阿 基 米 德 公理 与 其 它 公理 的 
改动 又 有 各 种 半 欧 几何 , 非 Legendre 几何 等 等 (Dehn $). 在 不 
计较 平行 公理 而 作 统 一 考虑 时 又 有 所 谓 自然 几何 、 绝 对 几何 等 
(Bachmann $). 如 果 不 加 任何 限制 ,这 样 的 几何 自然 是 可 以 随心 
所 欲 无 穷 无 尽 的 。 
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第 三 章 ”几何 定理 证 明 的 机 械 化 与 
Hilbert 和 机械 化 定理 


3.1 欧 几 里 得 证 明 方 法 小 议 


一 般 说 来 , 欧 几 里 得 《几何 原本 》 是 数学 上 公理 化 的 起 源 , 但 
从 严密 性 的 要 求 来 看 玻 羔 甚 多 ,这 在 千 百 年 来 早 就 为 人 们 所 认识 . 
士 九 世纪 中 后 叶 对 数学 基础 掀起 了 一 股 批判 性 的 浪潮 ,人 们 对 《 几 
何 原本 》 中 的 公理 也 进行 了 不 局 限于 平行 公理 独立 性 问题 的 全 面 
的 分 析 . 这 一 浪潮 肇始 于 德国 与 意大利 ,如 Peano，Pasch， 后 来 由 
Hilbert RHK. Hilbert 把 欧 几 里 得 几何 的 公理 总 结 成 五 类 ( 见 
第 一 章 1.1 节 ), 作 为 一 切 定理 证 明 的 依据 与 出 发 点 ,使 欧 几 里 得 几 
何 从 此 有 了 一 个 牢固 的 基础 。 尽管 如 此 , 即使 有 一 个 严密 的 公理 
系统 作为 一 切 推理 论证 的 依据 ， 欧 几 里 得 的 定理 证 明 方 式 仍然 不 
可 能 达到 严密 无 瑕 的 程度 。 这 与 传统 的 认识 相反 , 因为 对 此 似乎 
还 从 来 没有 人 明确 提出 过 , 甚至 可 能 还 从 来 没有 人 认识 到 。 本 节 
将 着 重 说 明 这 一 问题 ， 

我 们 说 欧 几 里 得 几何 定理 的 证 明 方法 不 可 能 做 到 符合 逻辑 上 
所 要 求 的 严密 程度 .出 现 毛病 的 症结 在 于 : 

在 欧 几 里 得 几何 中 ， 公 理 与 定理 的 叙述 往往 隐 含 了 一 种 没有 
明白 说 出 的 假设 一 一 所 考虑 的 图 形 必须 处 于 某 种 正常 的 一 般 性 
的 ,而 非 异 常 的 , 带 有 特殊 性 的 退化 情况 ， 例 如 , 在 说 到 两 直线 平 
行 时 ， 就 隐 含 着 它们 是 不 同 的 两 条 直线 而 不 是 退化 为 两 条 重合 的 
直线 ， 同 样 在 说 到 两 相交 直线 时 , 也 隐 含 着 它们 并 没有 退化 为 两 
条 平行 的 或 重合 的 直线 。 又 如 在 说 到 三 角形 时 , 总 是 隐 含 了 这 是 
一 个 正常 的 真正 的 三 角形 ， 它 的 三 个 顶点 互 不 相间 且 不 退化 为 顶 
点 在 同一 直线 上 的 一 个 “ 扁 三 角形 ,如 此 等 等 。 虽然 我 们 可 在 定 
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义 或 定理 的 叙述 中 加 上 种 种 非 退 化 的 限制 ， 就 象 我 们 在 第 一 章 中 
对 平行 线 与 三 角形 所 做 的 定义 ， 但 那样 叙述 显得 极为 宛 省 。 究 
竟 给 出 什么 样 的 非 退 化 的 限制 才 算 合 适 并 不 清楚 . 退化 一 词 也 没 
有 确切 的 定义 ， 所 以 等 腰 三 角形 或 直角 三 角形 算 不 算是 一 个 退化 
的 三 角形 ,就 很 难 预定 了 . 

尤其 严重 的 是 ， 定 理 的 证 明 往 往 只 适用 于 某 种 正常 的 、 一 般 
的 .而 非 异 常 的 或 退化 的 情形 。 对 于 退化 的 情形 ,往往 需要 对 证 明 
作 必 要 的 修改 才能 适用 。 或 者 需要 改变 全 部 证 明 . 有 时 对 于 退化 
情形 的 定理 本 身 甚至 完全 失去 意义 以 至 根本 不 成 立 。 下 面 举 例 说 
明 . 

[ 例 1] 定理 平行 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 4C 与 BD 互相 
平分 ( 见 第 一 章 1.2 7). 

这 一 叙述 隐 含 了 这 样 一 些 一 般 位 置 的 假设 ， 即 ABCD 是 一 
真正 的 四 边 形 ，4, B,C,D 互 不 相同 ， 且 平行 的 对 边 AB, CD 
位 于 两 条 不 相 重 合 的 平行 线 上 ，AD, BC 亦 然 , 等 等 (第 一 章 1.2 
节 作 平行 四 边 形 定义 时 ,已 有 意 把 这 些 退 化 情形 排除 在 外 ). 

对 于 某 些 退 化 的 情形 ， 例 如 若 4, B,C,D 完全 重合 , WE 
理 叙 述 作 适当 解释 仍 可 视 为 成 立 。 若 4A,B,C,D 互 不 相同 , 且 
退化 到 位 于 同一 直线 上 ， 则 定理 的 假设 虽然 仍 可 作 适 当 解 释 而 使 

之 有 意义 (例如 4B 与 CD 重 
4 BER 合 看 作 ABCD 的 退化 情 

形 );， 但 终结 部 份 则 将 失去 意 
义 。 如 果 把 互相 平分 解释 为 点 
CAC). (CBDA HARA, 
则 定理 显然 不 能 成 立 . 若 4, B 互 不 相同 但 C 退化 到 与 4 重合 ,而 
D 进化 到 与 B 重合 , 则 不 论 作 如 何 解释 ,定理 都 不 成 并 

[ 例 2] Desargues 公理 (或 定理 ) D， 设 

NABC 5 AAB'C 
的 三 组 对 应 边 互 相 平行 , 即 
ABJA B ACHA C Bc/B'C 
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则 三 组 对 应 顶点 的 连 线 44, BB’, CC 或 互相 平行 或 相交 于 一 

在 定理 的 叙述 中 ,三 角形 应 理解 为 正常 的 真正 的 三 角形 ,平行 
线 也 应 理解 为 非 退 化 为 重合 直线 的 真正 的 平行 线 。 见 第 一 章 1.1 
节 和 1.2 节 关 于 平行 线 与 三 角形 的 定义 。 


图 3.1 

对 于 退化 的 情形 , 例如 AABC 退化 为 A, B, C 三 点 昌 不 
相同 但 位 于 一 直线 上 ,而 AB MS AB 平行 但 不 退化 为 重合 直 
线 的 情形 。 此 时 4 , B', C 也 将 在 一 直线 上 ,而 定理 显然 不 能 成 
立 。 见 图 3.1. 至 于 其 它 种 种 退化 情形 , 定理 是 否 失 去 意义 以 及 是 
否 成 立 , 需 作 复杂 的 细致 分 析 才 能 确定 . 

[ 例 3] Desargues 公理 (或 定理 ) D， 设 入 4BC, 作 44'B'C’ 
有 两 组 对 应 边 互相 平行 ， 
l ABSAB AC)A'C’ 
又 三 组 对 应 顶点 的 连 线 44', BB', CC 互相 平行 或 相交 于 一 点 ， 
则 这 两 个 三 角形 的 第 三 组 对 应 边 也 互相 平行 ， 

显然 ,对 于 例 2 中 那 种 退化 的 情形 , 即 A, B, cC 退化 为 一 直 
线 时 , 仍 可 视 定理 (不 足 道 地 ) 成 立 。 但 若 平 行 线 AB/AB’ 退化 
为 ABS AB 重合 时 ,定理 即 不 再 成 立 。 见 图 3.2， 

上 面 的 例子 说 明 ， 每 个 公理 或 定理 往往 都 有 一 些 隐 含 而 不 朋 
白 说 出 的 一 般 性 非 退 化 的 假设 限制 。 如 果 超 越 这 些 限制 , 定理 可 
能 会 失去 意义 甚至 不 成 立 。 因此 在 每 一 个 定理 的 证 明 过 程 中 , 每 
一 次 添 设 补 助 线 或 应 用 已 知 的 公理 或 定理 时 ， 痢 需 细 致 检查 所 应 


* 113. 


图 3.2 

用 的 定理 是 否 在 它 成 立 的 一 般 性 条 件 限 制 之 内 ， 并 需 就 各 种 可 能 
出 现 的 退化 情形 逐一 分 别 讨论 。 作为 具体 的 例子 可 见 第 二 章 22 
节 中 Hessenberg 定理 的 证 明 。 这 样 做 自然 使 定理 的 证 明显 得 元 
长 烦琐 ， 但 为 了 达到 应 有 严密 性 的 要 求 ， 这 种 烦琐 的 考虑 是 不 能 
缺少 的 ， 我 们 在 第 一 章 的 许多 证 明 中 都 曾 反复 使 用 平行 四 边 形 对 
角 线 互相 平分 这 一 定理 以 及 两 个 Desargues 公理 。 象 前 面 例 1 一 3 
所 示 , 这 些 定理 或 公理 对 于 退化 的 情形 可 能 无 意义 或 不 成 立 , 因 此 
每 次 应 用 都 须 小 心 以 至 不 出 现 这 种 退化 情况 。 我 们 在 第 一 章 中 曾 
为 许多 证 明 耗 费 不 少 笔墨 ,其 原因 即 在 于 此 ， 

在 证 明定 理 时 ， 即 使 一 开始 作为 出 发 点 的 假设 中 的 图 形 处 于 
某 种 一 般 而 非 退 化 的 位 置 ， 但 在 论证 过 程 中 我 们 仍 无 法 预知 在 应 
用 其 它 已 知 定理 时 就 不 出 现 退 化 的 情形 .不 仅 应 用 定理 时 每 次 检 
查 既 烦琐 又 困难 ， 而 且 要 保证 在 论证 过 程 中 不 至 出 现 引 起 失效 或 
错误 的 退化 情形 实际 上 也 是 不 可 能 的 。 同样 我 们 也 没有 一 种 有 效 
的 办 落 用 于 指出 需要 证 明 的 定理 本 身 的 叙述 应 限制 在 什么 样 的 非 
退化 情形 下 才能 保证 定理 的 成 立 。 这 些 问 题 使 得 欧 几 里 得 证 明定 
理 的 方式 在 实际 上 不 可 能 达到 应 有 的 严密 性 的 要 求 。 因此 , 即使 
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有 严密 的 公理 系统 作为 一 切 论证 的 依据 ， 欧 几 里 得 证 明 几 何 定理 
的 方式 在 实际 上 仍 不 可 能 做 到 从 逻辑 上 说 来 严密 无 间 . 

为 了 使 几何 证 明 严 密 无 间 ， 必 须 采 取 与 欧 几 里 得 传统 证 法 不 
同 的 方式 . 

与 欧 几 里 得 的 传统 证 靶 相 反 ， 我 们 所 提出 几何 机 械 化 证 明 的 
方式 ,不 仅 可 以 节省 脑力 劳动 ,而 且 可 以 真正 合 于 严密 性 的 要 求 。 


3.2 ”几何 概念 坐标 表示 的 标准 化 


依据 上 节 的 分 析 , 几 何 论证 的 种 种 有 失 严 密 的 问题 ,主要 是 由 
于 退化 情形 而 引起 的 。 传统 上 欧 几 里 得 的 几何 论证 方式 是 无 法 应 
付 这 种 局 面 的 。 但 Descartes 以 至 Hilbert 从 公理 系统 出 发 引进 
数 系统 并 建立 坐标 系 使 几何 代数 化 后 ， 即 可 有 效 地 处 理 返 化 情形 
而 达到 真正 严密 的 要 求 . 

首先 “退化 "一 词 是 相对 ”一般 "来 说 的 。 这 里 “一般 ”一 词 相 
当 于 英语 中 的 “general”， 但 它 是 一 种 专门 术语 ， 而 非 普 通 名词. 
”由 于 容易 与 通常 用 语 相 混 ,英语 创造 了 “generic” 一 词 ，。 有 时 被 译 

成 普 适 ”, 但 这 似乎 并 不 完全 恰当。 在 没有 更 合适 的 译名 的 情形 
下 ,我们 有 了 时 借用 generic, 

Generic 一 词 有 着 严格 的 定义 ,通常 见于 代数 几何 ,例如 gene- 
ric 点 ，generic 平面 等 。 根据 我 们 的 需要 ， 将 不 采用 代数 几何 中 
的 严格 定义 而 象 下 面 那样 来 理解 。 

一 个 generic 点 指点 的 某 几 个 坐标 是 参数 或 不 定量 ，gene- 
ric 位 置 指 图 形 中 的 点 的 坐标 中 有 一 些 是 参数 或 不 定量 。 MAR 
化 , 意 指 这 些 参 数 或 不 定量 将 取 特 定 的 值 , 致 使 某 些 坐标 间 的 某 些 
代数 式 为 0. 

欧 几 里 得 几何 论证 中 的 定理 ,往往 隐 含 了 图 形 处 于 generic 
置 的 假设 。 要 得 到 严格 的 证 明 ， 既 人 须 证 明 在 generic 情形 下 定理 
成 立 , 又 须 明 确 指出 使 定理 依然 成 立 的 退化 与 非 退 化 范围 。 前 者 
可 通过 坐标 中 的 参数 来 表达 ， 后 者 可 用 坐标 间 某 些 多 项 式 不 等 于 
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0, 即 非 退 化 的 方式 来 表达 ， 

第 一 章 1.7 节 以 及 第 二 章 中 对 一 些 基本 的 几何 关系 使 用 坐标 
间 数 量 关 系 表 达 时 ,附加 了 许多 限制 ,使 表达 形式 烦 珊 . 为 了 明确 
generic 与 退化 范围 ， 第 一 步 将 把 一 些 基 本 几何 关系 的 定义 稍 加 修 
改 , 使 相应 的 坐标 间 的 数量 关系 既 能 概括 generic 与 退化 的 情形 ， 
又 能 使 退化 情形 易于 从 generic 情形 中 区 别 出 来 。 下 面试 就 这 些 
基本 的 几何 关系 分 别论 述 如 次 。 

1. 平行 关系 . 

设 四 扣 A; 在 其 一 坐标 系 下 的 坐标 为 《xi Yi) >» i: = 1,2,3,4, 
命 

a = (x: x) y) — (ya — y) Cr, — x3) 
定义 1 如 果 
a = 0 
则 称 AA 与 AA 平行 , 记 作 
Adif AzAs 

在 As A 彼此 互 不 相同 且 Adı 与 4;4, 是 两 不 同 直 
线 时 ,这 里 的 平行 概念 与 第 一 章 中 摘 述 的 相合 ;但 这 里 的 定义 也 包 
括 了 退化 情形 ,而 第 一 章 中 则 否 。 为 了 有 所 区 别 , 我 们 将 改称 以 前 
所 定义 的 平行 为 真 平行 或 几何 平行 ， 而 把 简单 的 平行 一 词 规 定 为 
指 a 一 0。 这 包括 了 真 平行 ;也 包括 了 4 与 4; 重合, R 4 54A 
重合 ,或 虽然 4 与 4; 不 同 , 4; 与 4 不同 ,但 直线 44 与 4A 
重合 等 多 种 退化 情形 。 这 些 退 化 情形 可 通过 一 些 等 式 关系 表示 ， 
而 非 退 化 情形 则 通过 一 些 不 等 于 0 的 关系 表示 . 例如 4 一 4 
指 2X, H Yı = Y2 Mm A, Æ A; 指 Xi 或 yi Æ Yis 等 


T. 
2. 共 线 关系 ， 
BER A 在 某 一 坐标 系 下 的 坐标 为 《zi, yi)s i=l, 2, 3. 置 
x yy: 1 
Sjn y 1 
xa y; 1 
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= (2,93 一 X392) + ESA 一 X1Y3) 十 (za 一 %Yı) 

定义 2 若 8 一 0, 则 称 三 点 A, 4n d 在 一 直线 上 或 三 所 
共 线 , RALE AA E, ALE AA Es, AZ 44， E. 

在 Ay An As 三 点 彼此 都 不 相同 时 ,这 里 的 定义 与 以 前 的 定 
义 相 合 。 但 新 定义 也 概括 了 三 点 中 其 些 点 重合 的 退化 情形 .为 了 
与 以 前 三 点 互 不 相同 时 的 定义 有 所 区 别 ， 将 称 以 前 所 定义 的 共 线 
为 真 共 线 或 几何 共 线 。 因 而 在 以 后 称 三 点 A, An A 共 线 时 , 意 
指 三 点 互 不 相同 而 真 共 线 , 或 指 其 中 有 两 点 重合 ,或 三 点 都 重合 . 

3. 垂直 关系 。 

RUA 4; 在 一 _ 委 让 坐标 系 下 的 毕 标 名 为 (xis yi)s i = 1,2, 
3,4, 

定义 3 车 垂 直 坐 标 系 的 垂 率 为 &《， 则 称 4,4; 与 4:4, $H, 
记 作 

A,A,1A;As 
如 果 
RCy, 一 y) Oy 一 y) 十 (x 一 BIET 一 x) = 0 

特别 在 Descartes 坐标 系 下 ,上 式 中 & 取 作 1. 

显然 对 于 4 与 4 不 同 且 AS 4 不 同 的 情形 ， 新 定义 与 以 
前 关于 两 直线 垂直 的 定义 相合 。 但 新 定义 也 概括 了 4 与 4; 重合 
或 4, 与 44 重合 的 这 种 退化 情形 。 为 了 与 前 有 所 区 别 , 将 改称 以 
前 所 定义 的 垂直 为 真 垂直 或 儿 何 垂直 . 

4. 次 序 关 系 ， 

对 于 任意 一 种 有 序 几 何 ( 见 第 二 章 2.6 市 )、 可 以 任 取 一 坐标 
系 , 并 定义 次 序 关系 如 下 . 

定义 4 RIA 4; 一 (x;, y) i 一 1,2,3 在 同一 直线 上 
则 称 点 4; 在 A 与 4; 之 间 ,如 有 果 以 下 几 种 情形 至 少 有 一 种 成 立 : 

()n<n<x 

(2) x > x > x 

(3) yı <yı <y 

(4) y> y >y 


e117» 


这 一 定义 已 排除 了 A 中 有 点 重合 的 那 种 退化 情形 . 
定义 5 设 直 线 
Lux, F ux + u, = 0 

其 中 (x, *3) 为 动 点 坐标 ，ww, ws 不 同时 为 0. 则 两 点 4 = (ai， 
a) 5 B = (b,b) 都 不 在 过 上 时 ， 将 视 sa + ma, + m 5 
uib, + umb: 十 怒 为 同 号 或 异 号 , 而 称 4 与 了 在 大 的 同 便 或 异 侧 . 

5 度量 性质 . | 

在 (无 序 ) 度 量 几何 中 ,曾经 引进 过 点 偶 婚 方 的 概念 ,在 有 序 度 
量 几 何 中 ， 更 有 了 距离 或 长 度 的 概念 ， 今 重 述 其 标准 化 后 的 定义 如 
F: 

定义 6 在 度量 几何 中 取 一 Descartes 坐标 系 , 则 对 于 任意 两 
MA = (a, a) 5 B= (bis b2) ， 数 


AB = (b — aY + (h, — aY 
称 为 点 偶 (4AB) X (B4) 的 距 方 。 如 果 度 量 几何 是 有 序 的 , 则 丛 
A-Nc>0, 使 

e = (b — ayd + Ch ay 
记 作 AB 并 称 为 4, B 两 点 的 距离 或 线段 |AB| 的 长 度 : 

AB ~ AB, AB > 0. 


角 的 概念 及 其 度量 要 比 点 偶 或 线段 的 概念 与 度量 复杂 得 多 ， 
而 且 带 有 模 楼 两 可 性 在 没有 连续 概念 与 有 关公 理 的 帮助 之 下 ). 
由 于 它 可 以 通过 某 些 线段 的 函数 来 量度 ， 而 且 由 于 两 三 角形 三 边 
相等 即 全 合 , 因 而 三 角 相 等 这 一 定理 , 角 的 大 小 可 以 通过 线段 的 长 
短 来 间接 处 理 ， 在 几何 定理 的 证 明 过 程 中 可 以 避免 直接 使 用 角 的 
量度 , 故 这 里 不 再 另 作 定义 ， 

6. 对 称 与 反射 . 

在 垂直 几何 中 ， 我 们 曾 定 义 过 对 一 非 迷 向 线 的 对 称 与 反射 . 
见 第 二 章 2.3 节 , 现 重 述 如 下 : 

EXT 设 垂 直 几 何 中 一 垂直 坐标 系 , 其 垂 率 为 &。 又 设 直线 

L. ws tun tu = 0 
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JEX HR ,有 即 
kt #0 
NIEX—-AM 4 = (as az) 对 L, 的 对 称 点 为 点 A* 一 CGE a7)» 
这 里 
(kui + uiar = — (kui — w )a, — 2 kuua, — 2 kuu 
(kut +3) = —2 uua, + (kui — ui) — 2 um; 
又 定义 过 4 一 (zi az) 的 一 直线 
L,: ak(t 一 ia) 十 zz 一 0) 一 0 
对 上 Ls 的 对 称 直 线 为 过 4* 的 直线 
ZLr :zz 一 4) 十 oz 一 0220) 一 0 
这 里 
vr = (ku — u)v, F2 uuv 
22 = 2kumv, — (kui 一 w)va 
又 4*, Lv 也 称 为 4 与 Ls 对 直线 工 , 的 反射 

7. TAR. 

在 无 序 垂 直 几 何 或 无 序 度量 几何 中 ， 只 有 全 角 的 概念 而 不 能 
定义 角 的 概念 。 对 于 一 个 全 角 的 分 角 线 , EIFEL 
恰 有 了 两 条 或 根本 没有 ， 仅 在 无 序 度量 几 何 中 才能 保证 恰 有 两 条 但 
这 两 条 无 法 加 以 区 别 。 今 作 分 角 线 的 标准 化 定义 如 次 。 

定义 8 设 一 垂直 坐标 系 的 垂 率 为 《, 对 于 任意 三 氮 Alas 
b,)> ı=0,1,2, 下 面 的 方程 称 为 角 LA Asdı> A,d;) 或 

X AAA 
的 分 角 线 : 
[Cb — B)(x — ao) — Ca, — ao) Cy — 5)] 
- [Ca — ao) (x — ao) + kb — bo) Cy — bo) ] 
= [Caz — ao) (y — bo) — Cb: — bo) (x — ao) ] 
- [las — ao) (x — a) + kCbi 一 bo) Cy — bo) ] 

HF A, 4 都 不 同 于 如 的 这 种 非 退 化 情形 。 可 见 这 一 方程 
确定 了 两 条 直线 而 与 通常 的 分 角 线 概念 相符 .如果 几 何 是 有 序 
的 ， 则 可 进一步 依据 上 述 的 4 把 这 两 条 分 角 线 区 分 为 内 分 角 线 与 
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外 分 角 线 . 

8. 派生 概念 与 派生 关系 . 

在 上 述 1 至 7 出 现 的 关系 中 , 既 有 基本 关系 ,如 平行 ,垂直 ,也 
有 派生 关系 , 如 对 称 、 全 合 , 我 们 也 可 考虑 其 它 种 种 派生 的 概念 与 
关系 ,例如 斜率 ,面积 \ 中 点 、 圆 、 半径 、 圆 的 (内 ,外 ) 相 切 、 圆 的 正 
交 , 以 至 曲线 的 切线 与 奇 点 等 。 这 些 派生 的 概念 与 关系 可 随 需 要 
而 党 人 ,不 再 列举 。 需 要 指出 的 是 以 下 几 点 : 

(1) 通过 (从 属于 几何 的 ) 坐 标 系 引进 标准 化 的 定义 时 ， 对 于 
非 退 化 的 情形 必须 与 原来 的 几何 意义 相符 。 至 于 退化 情形 的 定义 
昌 可 任意 ,但 一 经 规定 即 不 容 变 更 。 

2) 定义 不 应 随 ( 从 属于 几何 的 ) 坐 标的 选取 而 变更 ， 即 定义 
中 出 现 的 代数 式 (或 关系 ) 应 是 从 属于 几何 的 坐标 变换 下 的 不 变 式 
(关系 ) 或 协 变 式 (关系 )， 

要 详细 讨论 (2) 将 远 远 超出 本 书 的 范围 而且 从 这 一 角度 看 ， 
相应 的 不 变 式 理论 还 远 没有 发 展 到 一 个 成 熟 的 程度 .但 这 里 列举 
的 那些 代数 式 (关系 ) 的 不 变性 则 是 显然 的 . 


3.3 定理 证 明 的 机 械 化 与 Hilbert 关于 Pascal JL 
何 中 交点 定理 的 机 械 化 定理 


Descartes 曾经 指出 , 欧 几 里 得 几何 中 的 每 一 证 明 , 总 是 要 求 基 
种 新 的 , 往往 是 奇 巧 的 想法 。 与 之 相反 ，Descartes 提出 了 把 推理 
程序 机 械 化 因而 减 小 解 题 工作 量 的 设想 (参阅 M. Kline, [1], 
第 15 章 )。 依据 这 一 设想 ,对 于 几何 中 茶 一 类 的 定理 ,不 论 其 具体 
的 叙述 如 何 ;, 都 可 适用 某 通 用 的 证 法 ,这 种 证 法 将 遵循 着 一 定 的 机 
械 化 了 的 推理 程序 来 进行 ,并 保证 在 有 限 步 绎 之 后 ,可 以 肯定 定理 
成 立 或 否定 定理 成 立 ， 而 且 ,证 明定 理 在 一 般 情况 下 成 立时 ,还 在 
机 械 证 明 过 程 中 机 械 地 给 出 一 切 有 可 能 使 定理 失效 或 不 成 立 的 退 
化 条 件 来 . 这 样 一 种 适用 于 某 类 定理 的 通用 机 械 证 法 称 为 一 种 机 
械 化 证 法 。 对 于 某 类 定理 有 机 械 化 证 法 的 论断 , 本 身 就 是 一 条 定 
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E, 称 为 一 条 机 械 化 定理 . 

在 第 一 章 中 , 我 们 大 体 上 依据 Hilpert《 几 何 基础 》 一 书 所 给 
出 的 范式 ,从 菜 些 公理 出 发 ,引进 数 系统 ,建立 坐标 系 ,遵循 了 一 亲 
可 以 称 之 为 从 公理 化 走向 代数 化 以 至 坐标 化 的 道路 。 在 这 一 道路 
+, 必须 证 明 许多 定理 , 这 些 定理 的 证 明 都 依照 欧 岂 里 得 的 方式 ， 
个 别 的 定理 通过 个 别 的 方法 得 出 了 个 别 的 证 明 。 这 种 证 明 的 方 
A E 3.1 节 中 已 指出 , 实际 上 不 可 能 达到 所 应 有 的 严密 程度 ， 而 
HE, 也 如 前 面 已 为 Descartes 所 指出 过 的 那样 ,每 一 证 明 总 要 求 某 
种 新 的 往往 是 奇 巧 的 想法 ， 因 而 尽管 由 于 这 些 奇 巧 想法 往往 引 人 
人 胜 , 使 这 种 方法 产生 巨大 的 吸引 力 , 但 从 效率 与 发 展 前 景 来 说 ， 
总 是 有 极 大 局 限 性 的 。 这 也 许 正 是 Descartes 提出 机 械 化 证 明 设 
想 的 重要 理由 之 一 , 至 少 是 本 书 提出 机 械 化 证 明 的 原因 所 在 。 由 
于 现代 电子 计算 机 的 出 现 , 已 经 使 得 这 种 机 械 化 证 明 的 设想 脱离 
了 空想 阶段 而 具有 了 现实 可 行 性 。 本 章 将 给 出 这 种 机 械 化 证 明 设 
想 的 理论 依据 ， 而 在 以 后 各 章 将 给 出 一 些 用 手 算 与 在 计算 机 上 实 
践 的 具体 实例 。 著者 将 在 有 关 的 书籍 中 给 出 更 多 的 实例 , 以 说 明 
这 种 方法 的 实际 效果 . 

象 本 章 第 1 节 所 指出 的 那样 ,几何 定理 ,往往 只 在 有 条 件 的 情 
形 下 ;, 即 所 谓 非 退 化 条 件 下 才 成 立 ,而 这 些 非 退 化 条 件 又 往往 并 不 
在 定理 的 假设 部 份 明确 表达 ， 事 实 上 也 不 容易 在 一 开始 就 明确 应 
在 怎样 的 非 退化 条 件 下 才能 使 定理 成 立 . 为 此 我 们 将 对 定理 .证明 、 
机 械 化 证 明 以 及 机 械 化 定理 等 这 些 概念 再 作 专门 的 明确 定义 如 

定义 1 如 果 在 几何 名 中 一 个 有 意义 的 几何 语句 (S), 在 附加 
了 若干 个 几何 中 有 意义 的 条 件 作 为 附加 假设 后 能 够 成 立 ， 则 称 这 
个 语句 《S) 是 一 个 有 条 件 的 定理 ,或 定理 (S) generically 成 立 ， 
附加 的 条 件 则 称 为 使 定理 成 立 的 非 退 化 条 件 . 

定义 2 对 于 一 个 generically 成 立 的 定理 (S) ,如 果 有 一 过 
EM (O 的 假设 部 份 出 发 ， 依 据 几 何 名 中 的 公理 与 逻辑 推理 法 则 
逐步 进行 ,在 进行 过 程 中 逐次 添 人 若干 附加 条 件 ,最 后 到 达 (S) 的 
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终结 部 份 , 则 这 一 过 程 称 为 这 一 有 条 件 定理 的 一 个 证 明 . 

定义 3， 如 果 对 于 几何 G 中 基 一 类 给 定 的 有 意义 几何 语句 S， 
有 一 个 机 械 的 法 则 ,使 得 对 于 这 类 语句 中 的 任意 一 个 语句 ,从 假设 
部 份 出 发 ,在 逐步 进行 逻辑 推 证 时 ,其 每 一 步 都 可 依据 这 一 法 则 机 
械 地 给 出 确定 的 下 一 步骤 ,或 给 出 应 添 人 的 附加 条 件 , 最 后 在 有 限 
步 后 必然 得 出 语句 的 终结 部 份 或 其 反面 ， 则 称 这 一 类 定理 S 有 机 
械 化 证 法 ,或 称 这 一 类 定理 的 证 明 可 以 机 械 化 ,而 以 这 一 机 械 法 则 
为 这 一 类 定理 的 一 个 机 械 化 证 法 . 

定义 4 如果 上 述 定义 中 的 S 包 括 了 几何 G 中 所 有 可 能 有 意 
义 的 几何 语 旬 , 则 称 几何 G 的 定理 证 明 可 以 机 械 化 ,或 简称 G 可 
以 机 械 化 . 

所 谓 “ 几 何 G 的 定理 证 明 可 以 机 械 化 以 及 “ G 中 某 一 类 定理 
证 明 可 以 机 械 化 这样 一 些 断 言 ， 本 身 就 是 一 个 需要 证 明 的 定理 ， 
其 证 明 需 要 一 个 定义 中 所 要 求 的 一 个 机 械 的 法 则 。 这 一 类 的 定理 
将 通称 为 一 条 机 械 化 定理 . 

上 面 几 个 定义 中 的 附加 假设 与 附加 条 件 自然 不 能 是 任意 的 ， 
例如 原来 假设 部 份 中 某 一 假设 的 反面 ， 就 显然 不 能 作为 附加 条 件 
来 加 入 。 这 里 所 说 的 附加 条 件 ,必须 是 这 样 的 一 种 条 件 , 即 如 果 我 
们 选 定 坐标 系 并 依据 3.2 节 将 原来 的 几何 假设 用 坐标 间 的 (多 项 
式 ) 等 式 或 不 等 式 关系 来 表示 后 ,所 添加 的 条 件 应 使 这 些 坐 标 间 增 
加 一 个 非 不 足 道 的 (多 项 式 ) 等 式 关系 。 换言之 , 如 果 把 坐标 变量 
按 一 定 次 序 排列 后 看 成 某 向 量 空间 中 的 一 个 点 ， 诸 假设 (多 项 式 ) 
等 式 (或 不 等 式 关系 ) 将 在 这 一 向 量 空间 中 确定 一 个 点 集 了 ， 通 称 
为 代数 繁 (或 代数 集 ,如 果 有 不 等 式 关系 时 ), 则 所 添加 条 件 的 相应 
(多 项 式 ) 等 式 关系 应 确定 一 个 了 的 真子 集 。 应 用 代数 几何 的 术 
语 ,不 难 给 出 严格 的 定义 来 ， 对 此 可 参阅 本 书 的 第 四 章 . 

在 数理 逻辑 中 ,一 个 与 可 机 械 化 类 似 的 述 语 是 可 判定 的 (de- 
cidable) ， 正 象 数理 逻辑 中 已 证 明 许 多 数学 问题 和 领域 往往 是 不 可 
判定 的 那样 ,我 们 有 下 面 的 推测 : 

推测 “Desargues 几何 是 不 可 能 机 械 化 的 , 即 不 可 能 找到 一 个 
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几何 的 推理 论证 希望 的 是 能 够 真正 发 现 并 证 明 一 些 正面 成 立 
的 定理 ,而 不 是 希望 得 出 定理 不 能 成 立 或 不 能 证 明 的 反面 结论 来 . 
客观 事实 说 明 我 们 的 希望 并 非 堵 望 而 是 合情合理 的 要 求 ， 并 能 贺 
满 地 得 到 满足 。 本 书 将 证 明 上 只 需 在 Desargues 几何 中 添上 交 线 
Pacl 公理 以 至 几何 附属 数 域 成 为 可 交换 的 , 则 在 数学 研究 中 通 
常 遇 到 的 那些 几何 ,如 第 二 章 以 及 后 面 第 六 章 所 提 到 的 那些 ,就 都 
是 可 以 机 械 化 的 了 了， 那些 据 推 测 不 可 能 机 械 化 的 几何 也 许 仅 由 于 
一 些 人 为 的 不 切实 际 的 限制 所 造成 。 本 章 将 举 出 一 个 定理 证 明 可 
以 机 械 化 的 最 简单 的 例子 来 。 这 一 例子 来 源 于 Hilbert， 因 而 称 
之 为 Hilbert 机 械 化 定理 . 

虽然 Hilbert 一 书 的 主要 内 容 在 于 黄 定 几何 的 严格 基础 与 前 
明 一 些 重要 的 几何 公理 与 几何 事实 间 的 他 辑 关 系 ， 但 是 该 书 的 绝 
大 部 分 篇 幅 都 花 在 阐明 如 何 从 公理 化 走向 代数 化 ， 而 这 恰好 为 几 
何 定理 证 明 的 机 械 化 铺 平 了 道路 。 虽然 Hilbert 并 不 是 依据 机 械 
化 的 思想 来 表达 他 的 机 械 化 定理 的 ， 黄 至 Hibet 本 人 是 否 自 觉 
地 或 有 意识 地 认识 到 这 一 点 也 很 难说 ， 但 事实 上 最 早 的 机 械 化 定 
理 似 乎 就 见于 Hilbert《 几 何 基础 》 一 书 . 

这 里 所 说 的 Hilbert 机 械 化 定理 ,出 现 于 《几何 基础 》 一 书 的 
第 六 章 之 末 。 在 该 书 的 第 一 版 中 , 这 一 结果 只 用 斜体 字 表 出 而 未 
列 作 定 理 。 在 后 来 的 几 版 中 , 则 正式 写成 定理 62。 现 将 该 定理 的 
叙述 照 录 如 下 : 

“定理 62 设 一 种 平面 几何 ,其 中 公理 11 一 3，、II，IV* 都 满 
足 , 而 且 Pacal 定理 正确 ,这 几何 中 每 一 条 纯粹 的 交点 定理 , 可 以 
通过 作 适 当 的 辅助 点 和 辖 助 直线 ， 表 为 有 限 个 Pasca 构 形 的 组 
合 .” 

今 先 对 定理 中 出 现 的 名 词 依据 Hilbert 原 书 的 解释 逐一 说 明 
WF. 

MRAR 11 一 3” 即 指 Hilbert 公理 系统 中 平面 上 的 第 I 类 
关联 公理 ,，“II” 指 第 II 类 次 序 公 理 ,，“IV*” 指 狭义 的 第 IV 类 平行 
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公理 ， 也 就 是 本 书 第 一 章 1.1 市 中 的 公理 HI, HI 和 (加 强 ) 平 行 
公理 HIV。 

所 谓 “Pascal 定理 ” ,实质 上 即 是 第 二 章 2.1 节 中 的 交 线 Pascal 
公理 。 所谓 “Pascal 构 形 ”, 则 指 相 当 于 Pascal 定理 内 容 的 一 个 图 
形 ,; 包 括 两 条 相交 直线 1,7, 在 1 上 的 三 个 点 4 B,C, 在 :上 
的 三 个 点 A, B', C', 而 ABNJAB, BC'HB'C. 

所 谓 “ 纯 粹 的 交点 定理 ”, 是 指 "具有 下 述 性 质 的 定理 : 只 含有 
关于 点 和 直线 的 位 置 关 联 以 及 关于 直线 的 平行 性 的 叙述 ， 而 同时 
不 用 其 它 关 系 ( 例 如 全 合 和 垂直 ).” 

O Hibet 原 书 接着 对 这 种 定理 作 了 一 个 更 详细 的 说 明 如 下 : 

“平面 几何 的 每 一 条 这 种 纯粹 的 交点 定理 都 可 以 描述 为 下 面 
的 形式 : 

首先 任意 取 一 组 有 限 个 点 和 直线 ， 然后 按照 预定 的 方式 作 这 
些 直线 中 的 某 些 任意 平行 线 。 在 这 些 直 线 中 的 某 些 条 直线 上 取 任 
意 点 ,而 且 通 过 这 些 点 中 的 某 些 点 作 任意 直线 ;在 按照 预定 的 方式 
作 了 连 线 、 交 点 以 及 通过 已 经 存在 的 点 的 平行 线 之 后 ,终于 得 到 一 
组 有 限 条 直线 ,它们 就 是 定理 所 断言 的 ,通过 同一 个 点 或 互相 平行 
的 直线 .” 

下 节 中 ， 我 们 将 举例 说 明 这 里 对 于 交点 定理 的 两 种 说 法 其 实 
并 不 完全 一 致 。 因 此 ,为 了 区 别 , 我 们 将 称 后 一 种 较 特殊 的 交点 定 
理 为 Hilbert 型 或 构造 型 交点 定理 ， 而 对 前 一 种 较 一 般 的 交点 定 
理 , 则 仍 简称 为 交点 定理 ， 

在 Hilbert 原 书 中 的 定理 62 以 下 ，Hilbert 还 作 了 一 个 补充 
说 明 : 

"TR: 若是 用 Pasal 定理 , 交点 定理 的 证 明 就 不 需要 再 求助 
于 全 合 公 理 和 连续 公理 ,” 

这 说 明 ，Hilbert 对 定理 62 则 对 全 书 的 精神 相同 ,着眼 于 公 
理 与 定理 之 间 的 逻辑 依存 关系 。 但 从 定理 62 之 前 相当 于 定理 证 
明 的 一 段 说 明 来 看 ， 则 Hilbert 在 实质 上 已 给 出 了 至 少 是 Hilbert 
型 交点 定理 的 一 种 机 械 化 证 法 ， 
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在 前 一 章 中 , 我 们 已 指出 如 何 用 一 条 无 限 公 理 以 及 Desargues 
公理 来 部 份 地 代 伏 Hilbert 公理 系统 中 的 次 序 公 理 与 连续 公理 ， 
并 称 一 种 满足 (平面 ) 关 联 公理 HI, 《加强 ) 平 行 公理 HIV, 无 限 公 
HD. 以 及 交 线 Pascal 公理 P 的 几何 为 (平面 ) Pascal 几何 .于 是 
依据 Hilbert 所 提供 的 关于 定理 62 的 证 明 的 思想 , 可 把 该 定理 转 
述 成 下 面 的 形式 . 

Hilbert 机 械 化 定理 ”Pascal 几何 中 的 Hilbert 型 交点 定理 
有 机 械 化 证 法 ， 且 在 这 种 证 法 的 过 程 中 将 有 可 能 使 定理 不 成 立 的 
进化 条 件 机 械 地 逐一 给 出 ， 

下 一 节 中 , 我 们 将 依据 Hilbert 的 方法 给 出 若干 交点 定理 的 
机 械 化 证 明 。 至 于 这 一 机 械 化 定理 本 身 的 证 明 ， 则 将 在 本 章 3.5 
节 给 出 . 


34 Hilbert 机 械 化 证 法 举例 


在 给 出 Hilbert 机 械 化 定理 的 证 明之 前 ， 本 节 将 举例 说 明 
Hilbert 所 用 的 机 械 化 证 法 ， 并 指出 Hilbert 型 交点 定理 与 一 般 的 
交点 定理 不 完全 一 致 . 

[ 例 1j ER Generic 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 。 


l, 


3.3 

设 generic 平行 四 边 形 ABCD, WE 3.3. HAR 4C 和 

BD 的 交点 为 E. BRERA U 4 为 原点 0: BER - HL: 
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而 第 二 轴 任 意 。 这 种 选择 并 无 必要 性 ,也 不 影响 对 机 械 化 证 法 的 
说 明 , 只 是 为 了 使 计算 简化 ,避免 不 必要 的 繁复 而 已 . 
为 了 表示 DABCD 是 generic 的 ,8 的 坐标 可 取 为 (4,，0)， 
D 的 坐标 取 为 (“z> 45); LEIH u, tlis té; 都 视 为 参数 ， 这 时 C, E 
已 不 再 是 generic 的 ， 而 需 受 假设 中 几何 条 件 的 约束 。 记 它 们 的 
坐标 各 为 C 一 (zn) 5 E = (x3, x4), Mi 依据 几何 条 件 满 
足下 面 的 代数 关系 式 : 
BC/AD <> „(mn — u) — mrn = 0 (1) 
CD/4AB=>u(ln — u) = 0 (2) 
3 x 1 
x! wx» I 


EE AC 上 上 <> = 0) 4> rnr tr 0 (3) 


0 0 
Xs % 1 
ETE BD Eb <>ļum um 1|=0 
u 0 1 
<> u, + (u, — m) — uu, = 0 (4) 
以 上 (1) 一 (4) 四 式 构 成 了 定理 的 假设 部 份 。 定 理 的 终结 部 分 则 为 


2x, 一 和 一 (0 (5) 


5 是 (4C) 中 点 <> pO _,_, (6) 
2x; 一 (u, + 1) = 0 (7) 


2x; u, = 0 (8) 
定理 的 证 明 在 于 从 假设 (1) 一 (4) 推 出 终结 (5) 一 (8). 定理 的 


E Æ (BD) 中 点 <> | 


- 机 袜 化 证 明 则 在 于 设计 一 种 机 械 的 方法 ， 依 据 它 所 提供 的 确定 步 


又 机 械 地 进行 ,并 在 有 限 步 后 断定 (5) 一 (7) 是 否 可 从 (1) 一 (4) 得 
出 ,并 在 这 一 过 程 中 ,给 出 足以 使 定理 失效 或 不 成 立 的 一 切 可 能 的 
非 退化 条 件 . 

这 一 机 械 的 方法 是 先 将 诸 * 依 一 定 次 序 排列 ,例如 x zx, 25 
x4 的 次 序 , 再 从 (1) 一 (4) 作 必要 的 消去 以 依 上 述 次 序 逐 个 地 解 出 
这 些 x>， 并 给 出 这 一 过 程 中 所 出 现 的 非 退 化 条 件 。 最 后 将 这 些 * 
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代入 (5) 一 (8) 以 验证 其 是 否 满 足 . 
为 此 先 从 (1),(2) 解 出 Xis 4: 得 


ti = ti + u (9) 
x, = i (10) 
相应 的 非 退 化 条 件 为 
u =Æ 0 (11) 
以 所 得 x,, x; 代入 (3), 得 | 
usx, — (u, + u)r, = 0 (12) 
从 (12) 与 (4) 解 出 x, x4 得 
1 
= (mt) (13) 
1 
uni (14) 
相应 的 非 退 化 条 件 仍 为 (11) ,或 即 
u, #0 (15) 
u; #0 (16) 


诸 非 退化 条 件 的 几何 意义 容易 说 明 : 
u 天 0 < 了 与 4 不 重合 
u = 0 <> D RKE AB 直线 上 
今 将 终结 部 份 (5) 一 (8) 诸 式 的 左边 各 记 为 gu: >. EM 
(9),(10),(13), (14) 诸 式 所 得 的 诸 * 代 人 诸 g, 经 计算 直接 验证 
8 一 0。 换言之 ,在 非 退化 条 件 (15),(《16) 满足 的 假定 下 , 定理 成 
区 ,而且 上 面 的 计算 过 程 同 时 给 出 了 定理 的 证 明 . 
至 此 已 可 得 到 下 面 的 结论 : 
只 需 DABCD 的 顶点 B, 4 不 相 重 合 , 且 顶 点 DD 不 在 直线 
AB 上 ,对 角 线 见 互相 平分 . 
如 果 需 要 ,我 们 也 可 对 这 两 个 非 退化 情形 逐一 进行 检查 ,或 可 
对 每 一 种 退化 情形 作为 新 的 定理 如 前 逐一 证 明 其 成 立 与 否 2。 这 
1) 例如 投影 几何 中 圆锥 曲线 内 搂 六 角形 的 Pascal 定理 。 当 六 角形 的 若干 个 顶点 
。 退化 为 重合 的 顶点 时 ,相应 的 退化 情形 可 以 作为 男 外 的 定理 来 证 明 . 
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里 将 不 由 详 述 . 

这 一 例子 虽然 是 极为 简单 的 , 却 又 是 很 上 暴 型 的 .这 里 所 用 的 
机 械 的 证 明 过 程 适 用 于 比 这 复杂 得 多 的 定理 ， 只 是 计算 量 将 大 为 
增加 .因此 不 能 不 使 用 电子 计算 机 这 一 类 现代 化 工具 . TERA 
举 一 些 较为 复杂 的 定理 来 说 明 这 一 点 . 

[ 例 2] Desargues 定理 设 两 generic 位 置 的 人 4BC 与 
AABC 的 三 组 对 应 边 都 互相 平行 , 旦 44', B8 ”都 过 0 点, 则 
CC BRNON. WE 3.4， 


图 3.4 


我 们 将 证 明 这 一 定理 ， 并 明确 generic 的 限制 条 件 。 这 一 定 
理 本 已 作为 公理 引信 以 建立 Desargues 数 系 与 坐标 系 ， 这 里 重新 
证 明 只 是 作为 机 械 化 方法 的 一 个 说 明 ,不 牵涉 循环 论证 的 问题 ， 
为 此 将 假定 44 ，BB 两 直线 并 不 重合 ,并 为 计算 简单 起 见 ， 
将 这 两 直线 取 作 坐标 轴 44 与 1, 0 为 原点 ， 命 名 点 的 坐标 依次 为 
A=(u,0) 4 一 (0) 
B == (0, 4) C = (us, us) 
B' = (0, x) C' = (x, x3) 
其 中 mst us 作为 参数 ,而 1, ta z, 则 受 几 何 条 件 的 制约 。 
定理 的 假设 部 份 由 以 下 诸 几 何 条 件 相 应 的 代数 关系 式 来 表 
达 : 
ABfyAB un — um, = 0 (17) 
A'C'HAC <> (u) — un — u) == 0 (18) 
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B'C' JBC Dun — x1) — (us m) = Ù (19) 
定理 的 终结 部 份 则 为 
OO 在 CC E & us — un = 0 (20) 
从 (17) 得 


引入 的 非 退 化 条 件 为 


u, #0 (22) 

以 C21) 式 的 x 代入 (19) 并 从 (18),(19) 解 出 x;, x;, 得 
一 4 (23) 
x, 一 “s (24) 


非 退 化 条 件 则 为 (18),(19) 的 系数 行列 式 不 等 于 0 ,或 即 
Uia — Us — Uzu Æ 0 (25) 
记 终 结 部 份 (20) 的 左边 为 g。 以 (21)(23),(24) REE x FRA g， 
化 简 得 g 一 0。 由 此 知 定理 在 上 述 非 退 化 条 件 (22) 与 (25) 满 足 时 
成 立 . | 
非 退化 条 件 的 几何 意义 各 为 
u 天 0 <> 4 不 与 0 重合 
Uu, 一 UUs 一 u #0 <> A, B,C 不 在 一 直线 上 , 故 得 结 
a 

在 44' 不 与 BB 重合 而 交 于 一 点 0， 且 4 不 与 09 重合, 又 
d, B, C 不 共 线 的 这 种 generice 或 非 退 化 条 件 下 ,定理 成 立 . 

对 于 在 各 退化 情形 下 定理 是 否 依 然 成 立 ， 知 需 机 可 逐一 另行 
检查 .例如 对 4, B,C 共 线 , 即 

ud 一 Us 一 Uzu, = Q 

的 退化 情形 ，w, zs 已 不 能 同时 为 参数 。 此 时 不 妨 将 us 改 为 0; 
于 是 几何 假设 为 


论 : 


—UiXxo — uzu, tt uu, = 0 
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UXı — Hals = 0 
(u; 一 U1 ) x3 一 Xol X 一 uz) = 0 


MER 一 x,) 一 (x 一 U3) x = 0 


由 此 得 
n = Ba u4) 
Hi 
x Hatta 
u 
X2 一 任意 
xX; = — 3(x, 一 u) 
u 


引信 的 非 退 化 条 件 为 
u 天 0 <> 4 不 与 0 重合 
u, 一 um 天 0 <> AC 不 与 BB' 平行 
以 所 得 诸 x* 代 入 需求 证 之 式 , 得 
g = U4X3 — Xox = — i4 


. Erz, — ua) — Ua( Ui 一 44) 


d Xa 


一 一 全 ， CA? — 404) # 0 


故此 时 除非 男 加 退化 条 件 ， W u = 0 Ru u=, EHRT 
再 成 立 ,这 可 与 3.1 节 的 例 3 对 照 
[ 例 3] Desargues 定理 设 两 个 在 generice 位 置 的 三 角形 
AABC 5 Ad BC 的 顶点 连 线 44, BB, CC 都 经 过 周一 
点 0, 又 两 组 对 应 边 互 相 平 行 ,好 AB/AB', ACHA'C', WERE 
组 对 应 边 也 互相 平行 : BCV BC 
与 例 2 相同 , 仍 设 AA, BB 为 两 不 同 直线 , 并 取 之 为 坐标 
Hi 0 为 原 挟 ,各 点 坐标 也 与 前 相同 ， 则 假设 将 为 
A'B'/AB < ux, — un, 0 
A 'C'HAC &> (u, — u, ) x, — uw — u) = 0 
CC WOR E u, — usx = DÙ 
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终结 为 
BC 1] BC <>8 = u(t 一 xz) — (us — U3) x2 —0 
解 出 假设 部 份 得 


Wa 
Wat m 
u ur H 


Uti Uu 


非 退 化 条 件 为 
Ui 天 0<>4 不 与 0 重合 
us, Æ 0 4&> C 不 在 44 上 
将 诸 x; 代 入 8 得 
g= (Hr) u) 0 

故 定理 在 上 述 非 退 化 条 件 下 成 立 ， 

如 果 作 进一步 检查 , 可 知 在 4; 一 0 也 即 C 在 AA 上 的 情形 
下 ,车 不 再 另 加 退化 条 件 , 定理 即 不 成 立 、 这 可 与 3.1 市 的 例 2 相 
II. 

根据 以 上 三 例 , 可 见 这 里 所 用 的 机 械 方法 ,可 使 各 种 有 可 能 影 
唤 定 理 成 立 的 退化 情况 自然 地 逐一 出 现 ， 并 可 视 需 要 与 否 有 步骤 
地 逐一 处 理 。 与 之 相反 ,依据 本 章 第 1 节 的 三 例 ,可 见 通 常 殉 几 里 
得 的 证 明 方 法 对 于 退化 情形 的 发 现 与 处 理 ， 是 近 于 盲目 的 , 实际 
上 也 几乎 是 无 能 为 力 的 . 

为 了 说 明 本 书 的 机 械 化 方法 ,将 再 举 一 个 较为 复杂 的 例子 ， 

对 几何 代数 化 极为 重要 的 线性 Pascal 公理 , 是 投影 几何 中 所 
亩 Pascal 定理 的 一 个 退化 情形 。 原 来 的 ,Pascal 定理 是 说 ,一 个 六 
角形 的 六 个 顶点 在 同一 二 次 曲线 上 的 充 要 条 件 是 六 角形 三 组 对 边 
的 交点 在 同一 直线 上 ， 这 时 的 六 角形 (顶点 依 一 定 次 序 排 列 ) 称 为 
Pascal 六 角形 ,对 边 交点 所 共 的 直线 称 为 这 一 六 角形 的 Pascal 线 . 
这 一 定理 的 叙述 自然 隐 含 了 generic 的 假设 。 BERANE 
复杂 的 。 此 外 , 定理 叙述 中 率 涉 到 二 次 曲线 , 超出 了 原来 Hilbert 
关于 交点 定理 的 机 械 化 证 明 范 围 , 但 我 们 不 难 作 某 种 转化 ,使 定理 
仍 变 为 交点 定理 的 形式 如 下 。 
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设 444344d45s44 是 一 generic 的 Pascal 六 角形 ， 其 三 组 对 
边 的 交点 (我 们 用 记号 八 来 表示 交点 ) 
AAN dads AA, N AsAs AzA N Asdı 
在 同一 直线 上 。 依 原来 的 Pascal EHE, Ay A 六 点 将 位 于 
同一 二 次 曲线 上 ， 因 此 如 果 将 六 点 作 任意 排列 ， 依 原来 的 Pascal 
定理 ,所 得 六 角形 Arha A, 仍 为 一 Pascal 六 角形 , 即 交 点 
ArAnA An Ai AN AiAi ArAnA A 
仍 在 一 直线 上 ， 这 样 可 以 完全 避免 涉及 二 次 曲线 , 而 依 各 种 不 同 
排列 的 类 型 有 各 种 不 同 的 交点 定理 . 我 们 将 任 择 其 一 作为 说 明 ， 
见 下 面 的 例子 ， 
[ 例 4] 定理 车 4,4;43444545 是 一 generic 的 Pascal 六 角 
形 , 则 41444;434s4。 也 是 Pascal 六 角形 。 换言之 , 若 对 6 个 点 
An Ans AeA 
P = AAN Asfs O = AA; N Ass R == A;A4N Asdı 
在 一 直线 上 ,对 于 generice WE, EAA 
P = A,dıN 4ds oO’ = AAN Ass R’ = 4:4; N 4A, 
也 在 一 直线 上 ， 
为 简单 起 见 , 将 取 A 为 原点 0, FE AA 与 Ads 为 不 同 直 
线 , 并 取 为 两 坐标 轴 LS 2， 诸 点 则 各 取 为 
A; (#1; 0) A; = (u, u3) 
A; = (14, us) A4 = (us u7) 
R = 4:4, N44, = (x, 0) 
Q = AA; N A54; = (0, xı) 
O° = A,A AsAo = (0, x3) 
R' = AA; N Asdı = (x4, 0) 
P = A,A N AsAs = (x x) 
As = (0, x7) 
P’ 一 AA N AsAs = (x, x9) 
假设 中 的 几何 条 件 为 
RE 4A, L < (us ur 十 ad — uste = 0 
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l 


Q 
图 3.5 

0 在 4:4; E < (u 一 u4) 一 Uys + uu = 0 

o 在 4341 E>(u, u EF 一 uy 十 usu, = 0 

R Æ Ad; E <> (u, — ww) + us — uu, = 0 

P Æ AA, bus + (u, — m) — uu; = 0 

P,O,R 在 一 直线 上 < 所 > mxs 十 xit — nn = 0 

P ZE Ads E & (us — x5)x7 + Uns — Ur = 0 

已 在 44 E & ux + (u, — ue) ty — uu = 0 

P' 在 .44 E & (u, — x) ta — tty + ux = 0 
所 需求 证 的 几何 关系 为 

P,O,RE-ERL Sg = 十 a — = 0 
从 假设 的 诸 关 系 解 出 诸 x, 得 


— J 
— tistg Ua — Ru) 
Us —— u7 


vi 
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n = O = R (u) 


U, — ug 
x, = Hang O Use 一- R;(u) 
HI 
x, = M4 Mills, _ Ra) 
t3 ~ Us 
eu mn) .yx = Relu) 
H 一 (a, 一 uz) t 
x, = EAEI — u, ) = Réu) 
Uti 一 (u, 一 ur) X 
x; = Uns — MX — Ru) 
Xs — H 
x, = tul uuy + Cug 一 ui)x7] = Rs(u) 
(u, us) (u; — x) Tu 
ty = Hate + (ua Zwar 一 Ri 


u (v1 —u)(u— x) + ut 
引 人 和 人 的 非 退 化 条 和 任 为 
us -一 u, Æ 0 < 和 > 4A, 不 平行 于 1) A 
u 一 u + 0 44 不 平行 于 4, 轴 
U4 一 u, 天 0 > 4344 EITT h A 
u 一 us, = 0 > AA 不 平行 于 4 A 
a = ux, — (u, — u)r Æ 0 > OR 不 平行 于 AA: 
xs 一 Us 六 0) <> P4, 不 平行 于 4 轴 
B = Cun — us) Cus — x7) + uu #0 > A41414 不 平行 Ads 
各 项 非 退 化 条 件 还 有 更 简单 的 几何 说 明 。 例 如 第 三 个 非 退 化 
条 件 , 由 于 4A 必须 与 1 轴 有 公共 点 9', 所 以 44 不 平行 于 
1, 轴 意 指 二 者 不 相 重 合 , 或 A, Ay As A。 不 在 同一 直线 上 。 显 
然 这 些 退 化 时 的 情形 都 缺少 几何 趣味 而 不 值得 进一步 考 菩 . 
在 所 有 非 退 化 条 件 都 满足 的 情形 下 , 可 将 +; = Ru) 诸 式 
代入 终结 的 8 式 , 经 过 反复 的 运算 , 易 知 
g = Xs 十 xx 一 414 一 RR; + RR — R;Rı = 0 
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因 之 定理 成 立 ， 

[ 例 5] 定理 同 前 ， 

EIN As 为 原点 O, AA 与 d5446 为 座 标 轴 1 ho WEAR 
坐标 为 

A, = (u, 0) A, = Cüz, t3) 
A; = (ug, u5) As = (0, us) 
A, = (uz, x) Q = (0, x) 
R = (x;, 0) R = (x, 0) 
P = (x5, x,) 9 = (0, x7) 
O P= (Xs, x) 
则 假设 部 份 将 为 
| Ass As, 已 共 线 > (a, uw) — ul — us) = 0 
P, O, RER nun + rir, — nr = 0 
Ay Au R IER > (x — 5), — ugt, + usu; = 0 
As A: P HER 所 > mxs, + (u — m) — uu = 0 
A: A: OHR > (uz — u4) — Uzus + mu, = 0 
等 等 。 如 果 经 过 消去 以 逐个 引入 诸 x 时 ， 将 得 关系 式 (在 某 些 非 退 
化 条 件 成 立 的 限制 下 ) 
ALt Brit+C=0 - 
等 等 ,其 中 4, B, C 为 u, 的 多 项 式 . EIFRLEREAF 
0 的 情形 下 , 所 得 为 x 的 二 次 方程 ， 改 不 能 用 以 前 诸 例 的 方法 来 
证 明 间 一 定理 。 

本 例 与 前 例 的 区 别 在 于 ; 在 例 4 中 ， 定 理 已 事先 转化 成 为 构 
造型 的 交点 定理 形式 ,而 本 例 则 否 ， 换 言 之 , 在 例 4 中 ， 图 形 中 的 
各 点 依 以 下 次 序 构造 性 地 逐步 引进 ; 

先 任 取 一 点 A FIRA O. 

过 0 和 任 作 两 直线 I, h 取 为 坐标 轴 。 

€l LEN AR 4, = (us 0)， 

UA 任 作 一 直线 并 在 上 任 取 一 点 4; = (#2, 1). 

过 4; 任 作 一 直线 并 在 上 任 取 一 点 4 = (an 1). 
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过 4; 任 作 一 直线 并 在 上 任 取 一 点 44 = (us u). 

设 AA 5 h HX ZAA R = Crs 0). 

设 Ad 与 43 相交 ,交点 为 9 = O, z). 

设 Ada 与 1; 相交 ,交点 为 0 = (0,2%) 

设 Ad: 与 4 相交 ,交点 为 R = (x, 0). 

FER OR, HRS AAı 相交 ,交点 为 P = (x5, x6)。 

FER P44 并 设 与 1; 相交 ,交点 为 As (0,2). 

作 连 线 4,44 与 4;:4;， 并 设 二 者 相交 ,交点 为 已 一 (xs， x9)。 
结论 是 P,O,R 在 一 直线 上 ， 

显然 ,这 样 的 叙述 与 原来 的 定理 一 致 , 但 已 变 成 构造 型 的 。 


3.5 Hilbert 机械 化 定理 的 证 明 


本 节 将 给 出 本 章 第 3 节 中 所 说 Hilbert 机 械 化 定理 的 证 明 . 
这 一 机 械 化 定理 的 内 容 是 针对 Pascal 几何 中 茶 一 类 交点 定理 而 
说 的 。Pascal 几何 的 附属 数 域 将 用 人 来 表示 。 机 械 化 定理 的 证 明 
在 于 给 出 这 一 类 交 氮 定理 的 机 械 化 证 法 . 象 上 市 例 5 所 指出 的 那 
样 , 将 局 限 这 类 交 反 定理 于 已 经 转化 成 构造 型 的 那 一 类 . 这 种 交 
点 定理 的 特征 是 : 定理 叙述 中 的 那些 点 与 直线 是 依照 一 个 确定 的 
步骤 逐一 引进 或 作出 的 .而且 每 一 次 的 引进 或 作法 ， 都 是 通过 取 
任意 点 ， 作 任意 线 ， 命 两 直线 相交 以 及 作 平 行 线 等 一 类 方法 得 来 
的 . 

以 下 说 明证 明 这 一 类 构造 型 交点 定理 的 机 械 步 又 . 

先 任意 选 定 一 坐标 系 。 于 是 定理 中 的 点 与 直线 都 用 坐标 的 数 
偶 与 线性 方程 来 表示 . 数 偶 中 的 数 以 及 方程 的 系数 自然 都 属于 几 
何 的 附属 数 域 舌 ,以 后 不 再 说 明 ， 

我 们 将 避免 使 用 直线 方程 ， 而 全 部 用 点 坐标 的 数 偶 来 表示 . 
此 外 ,由 于 点 与 直线 有 些 是 任意 选取 的 ;有 些 是 依据 作法 确定 地 给 
出 的 ,因而 在 点 的 坐标 表示 中 ,有 些 坐 标 是 任意 的 , 我 们 将 用 ui 来 
RR 这 里 视 wi 为 参数 ， 另 一 些 坐 标 是 依 确定 的 方式 根据 几何 条 
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件 来 决定 的 ， 我 们 将 用 *; 来 表示 在 不 必 指 明 是 哪 一 类 坐标 时 ， 
则 用 ox KER. 

在 所 考虑 的 交点 定理 中 牵涉 到 下 面 的 一 些 作法 : 

1. EEA ERER. 

这 一 点 将 用 (wi, uj) 来 表示 。 

2. 任意 给 定 或 选取 一 直线 . 

我 们 可 以 任意 给 定 或 选取 两 点 (wi, u) 5 (us u), HR 
由 这 两 点 所 定 . 

3. 过 一 点 《ci a) 任 作 一 直线 . 

我 们 可 代 之 以 任 取 一 点 Cur u), X ERE H (a) 与 
(ur, u) 所 定 。 

4. 作 已 知 两 点 的 连 线 . 

由 于 直线 都 已 由 两 点 来 代替 ,这 一 作法 可 不 再 考虑 。 

5 在 已 作 直 线 上 任 取 一 点 ， 

设 这 一 直线 由 已 作 两 点 CA &;)> (ar > ar) 所 定 ， 则 和 任 取 的 
一 点 可 取 为 (wr, x) 或 (xs, wr)， 满 足下 面 的 方程 


ffr Xs 1 x, Mr 1 
œ; 0% 1j=0 或 d; oi 1|=0 
Gr 0% 1 1077 | æ 1 


6. 任 作 一 已 作 直 线 的 平行 线 . 

由 于 这 一 直线 如 前 所 示 已 由 某 两 点 (a a), (aa) ME, 
所 作 平 行 线 可 代 之 以 如 下 两 点 。 先 任 取 一 点 (um ws)， 再 任 取 一 
点 Curs x) 或 (x, us), ERS (um un) 的 连 线 与 已 作 直线 平行 ， 
即 x, 满足 方程 

Car — a) Ce, — un) — Car — aj) Cur — um) = 0 

《ol 一 æj) (xs 一 Um) 一 (ax — a;) (ur 一 Un) = 0 
7. 过 一 已 作 点 (am, a) 作 一 已 作 直线 的 平行 线 。 
”“” 设 已 作 直 线 由 两 已 作 点 《@i; a) 5 (a a) 所 定 ,我 们 可 把 
所 作 平 行 线 代 之 以 一 点 Crs r) 或 《xs tr) 与 《em, on) 的 连 线 ， 
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使 其 与 已 作 直 线 平行 , 即 满足 方程 
(ar — a) Cts — an) — Cor — aj) Cu, — am) = 0 
或 
(ar 一 oz — 0m) — Car — a) Cr — an) = 0 
8. 作 两 已 作 相交 直线 的 交点 。 
设 两 已 作 直 线 各 由 点 (ais æj)» (ars æ) 与 (aps AACE æ) 
所 确定 。 所 作 交 点 可 取 为 《xs，, ti) 满足 方程 组 
(a; 一 Gi) xg 一 (a; 一 7 于 wom — ajag 0 
(cy 一 a) ro — (a, — Or)rs 十 cpa 一 ao 一 
记 方 程 组 的 系数 行列 式 为 
D = 


a; — Ol; Ok T Q; 


Og 一 Oss Or 一 op 
今 引 入 非 退 化 条 件 
DD 

在 这 一 非 退 化 条 件 下 , 原 方程 组 将 等 价 于 下 面 二 方程 

Dx, + (a, — a,)(a0 — aja) — (a; — a;) Capas — a0) = 0 
— Dz, + (a, — 0,)(a0 — ajar) — (a; — ai) Capas — 0,0) = 0 
在 D 二 0 时 ,或 则 原 方程 组 矛盾 ,因而 定理 不 成 立 ; 或 则 rgt 之 一 
或 二 者 取 任 意 值 而 视 为 参数 u, 男 一 x 则 由 原 方程 组 之 一 来 确定 ， 

9. 过 一 已 作 点 (am aos) 作 一 已 作 直线 的 平行 线 并 与 另 一 已 

作 直 线 相交 以 作 交 所。 

设 两 已 作 直 线 各 由 点 (oa) (ara) 5 (aps a)» læs 
ARE. 命 所 作 点 为 〈xz， xp)， 则 zes x: 将 满足 下 面 的 方程 组 
(ax 一 a) Cra — on) 一 《ar 一 æj) (xg 一 am) = 0 
(ay 一 æ) xg 一 (es — ar) xn + Apos — gr = 0 

同 前 引入 非 退化 条 件 
- D0 
则 原 方 程 组 等 价 于 下 面 形 式 的 二 方程 : 
Dx, + °>- =0 
Dx, + +». = 0 
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在 D= 0 时 ,或 则 原 方程 矛盾 而 定理 不 成 立 或 则 可 将 2,0 之 
一 或 二 者 取 为 参数 而 将 另 一 * 由 原 方程 组 之 一 来 确定 ， 
10. 过 两 已 作 点 各 作 两 已 作 直线 的 平行 线 , 命 其 相交 以 作 交 

这 与 8,9 相似 。 

由 于 我 们 只 考虑 构造 型 交点 定理 ， 定 理 中 的 点 与 直线 将 依 一 
定 次 序 逐 个 出 现 ， 因 而 可 以 把 各 点 坐标 《直线 由 其 上 的 两 点 来 代 
替 , 见 前 ) 依 据点 与 直线 出 现 的 次 序 排 成 一 定 次 序 ; 

uu -eln 
Kr 
当 一 点 系 依 前 面 8,9 或 10 的 方式 所 引进 时 ,其 坐标 可 取 为 两 相继 
的 x, 即 把 点 取 作 (x> Xgpi)e | 
今 依 前 面 1 一 10 可 将 诸 x; 所 须 满 足 的 方程 以 及 相伴 的 非 退 
化 条 件 逐 步 引 和 如下. 
先 考虑 定理 叙述 中 构造 步骤 的 第 一 步 ， 并 设 已 引进 若干 参数 
bi 此 时 可 视 作 法 属于 1 一 4, 5 一 7 或 8 一 10 而 分 成 三 种 情形 。 
若 作法 属于 1 一 4, 应 引入 新 的 ui 
若 作法 属于 5—7, 则 将 得 一 如 下 形状 的 方程 : 
Ax B=0 
其 中 A, Bi 都 是 诸 已 引 人 和 人 参数 u" um 的 多 项 式 , 以 NN 中 的 
数 为 系数 。 用 通常 使 用 的 记号 , 即 
As B€ N[ u, tts un] 
在 4 恒 等 于 0 而 B 不 重 等 于 0 时 ， 即 引 和 人 非 退 化 条 件 
BAO 
此 时 工作 停止 , 并 指出 在 上 述 非 退化 条 件 下 定理 假设 有 子 厦 。 在 
4,，B， 都 恒 等 于 0 时 ,可 引入 一 新 参数 us FE 
XL ™™ Wmtl 
在 4, 不 恒 等 于 0 时 , 即 引 入 非 退 化 条 件 
dı AV 
并 解 出 +,， 
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若 作 法 属于 8—10, 则 将 得 如 下 两 个 方程 : 
~ Aux, + Apr + Bı = 0 
dx + Arx: + B, = 0 
其 中 Ans Am Ans Ans Bis Ba 都 €E Nims tts un]. 
考虑 系数 多 项 式 


时 ,可 引入 非 退 化 条 件 


并 解 出 Xis X25 
r — 8: a — 2: 
P P 


在 了 恒 等 于 0 ,而 An tto An 不 全 恒 等 于 0, 即 
An Au 
i 4. rn T? 
时 ,有 两 不 全 为 0 的 多 项 式 a, a€ N[w,*……, wm]， 使 
ld 十 aAa =| Q 
aAn F azán = 0 
这 时 从 原 方程 组 得 
a,Bı 十 aB = 0 
此 时 若 a1B, 十 a28 不 恒 等 于 0, 则 引入 非 退化 条 件 
a Bı + aB, #0 . 
并 指出 在 这 一 非 退化 条 件 下 定理 的 假设 有 矛盾 而 工作 停止 . 
EPS aB, 十 aB: WESTO 而 Aus tts An 不 全 恒 等 
于 0 ,例如 Au 不 恒 等 于 0 时 , 可 引信 新 参数 unn 与 非 退 化 条 件 
Au #09 
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并 解 出 Xis Tis 
Atim + Bi 


a, me — Xa = Uns 
Au 


在 Aus’, An 都 恒 等 于 0m Bi B: 不 全 恒 等 于 0 时 ， 可 
引入 非 退 化 条 件 
B, 天 0 或 /与 B: 关 0 
并 指出 在 这 些 非 退 化 条 件 下 定理 假设 有 了 矛盾 而 工作 停止。 
最 后 在 Aus ***s Ans Bis Ba 都 恒 等 于 0 时 ， 如 引信 新 参数 
mtis Umt HA 
Xi = Hmh Xa = Un 
TEA AE E A ALIER ERS F > 将 依照 定理 
氢 述 中 的 构造 性 步骤 进行 第 二 步 . 
今 假定 依照 定理 叙述 中 的 构造 性 步 又 已 进行 至 某 一 步 但 非 末 
一 步 ,此 时 已 引进 若干 新 参数 | 
Umts” "s Umks 


并 获得 若干 非 退 化 条 件 
D, #0, ...,D; #0 
以 及 已 解 出 若干 Xis ° "3 Xio 
= O,/Pı>*"*> xi m O./P; 


其 中 诸多 项 式 
D, er., Dis Pis e.. Pis 0,» ..., O,€ 
Niu, wos Unyi *** s umysl 
且 诸 多 项 式 Potto P BED: SD WRR PEAR 
KR). 


假定 这 时 并 未 出 网 定理 假设 有 矛 拓 而 须 停止 进行 的 情况 ， 则 
进行 下 一 步 , 这 时 视 作 法 属于 1 一 4,5 一 7 或 8 一 10, 或 引入 若干 种 
参数， 或 得 一 方程 

i Aixi t Bir = 0 
或 得 两 个 方程 
Arıakirı 十 Airimtiti2 十 Bin = 0 


.141 œ» 


HT1XiTI F Airaatitz t Bi =O 
其 中 诸 4, B 都 是 系数 在 入 中 的 za， ums 和 和 的 多 项 
式 . 

今 将 前 所 得 ro tte’ 的 有 理 式 代 人 这 些 方程 , 则 和 在 非 退 化 
情形 刀 , 和 关 0;………，Di 关 0 F P #0,- Pp 关 0， 因 而 通 分 
后 得 方程 

A axti t Bfm = 0 

或 方程 组 | 

Aant + Afati + Bi, = 0 

Afnatinı + Arati + Big = 0 
其 中 诸 4*,B” 都 是 系数 在 NN 中 的 u, tme 的 多 项 式 ， 

与 以 前 同样 处 理 可 知 , 或 在 引入 某 些 新 的 非 退 化 条 件 
Din 天 0 (RR Din #0, Dir # 0) 

下 定理 假设 有 矛盾 而 停止 工作 、 或 可 引 和 若干 新 参数 men 《或 
UmtsH9 Umt) 以 及 若干 新 的 非 退 化 条 件 如 上 ， 并 解 出 ra (或 
titio Kir) 得 

Yi 十 OH/Pi+i (或 t;n 一 OirılPirs Kira = O:+2/P:+2) 

其 中 诸 Din (或 Dino Die) 以 及 Pas Om (或 Piro Pia 
Qiti, Qira) 都 是 bi body 以 及 可 能 引入 的 新 参数 mts (或 
Um+s+19 Hm) 的 多 项 式 ， H. PH (或 Pitis Pira) 都 是 Dis ***， 
Di 以 及 可 能 引入 的 新 多 项 式 Din (或 Die» Die) ER, 

如 果 还 未 达到 最 后 一 步 ， 则 可 再 继续 进行 下 一 步 的 构造 性 步 
R. 如 此 继续 进行 ,最 后 必得 下 述 两 种 情形 之 一 : 

第 一 情形 : 除去 定理 令 述 中 已 规定 的 那些 参数 u, 
外 ,又 引信 人 若干 新 参数 Umtiz"""» Um+ts 每 一 新 参数 都 是 某 一 坐标 
z, BẸ 

Pimp T Umas °°’ s Kimpe ~ Umts 
此 外 又 获得 者 于 非 退 化 条 和 件 
D, #0, ++, D#0 
其 中 诸 DD 都 是 新 旧 参 数 , 即 un 与 Zimy TS Ks 的 多 
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项 式 . 在 这 些 非 退 化 条 件 下 ,定理 假 没有 矛盾 而 工作 停止 . 
第 二 种 情形 : 引入 大 于 新 参 数 Hi "s Umi 与 若干 非 退 化 
条 件 如 上 ,又 在 这 些 非 退化 条 件 下 可 解 出 诺 x， 


sw .0 
P, P, 


其 中 诸 P, Q 都 是 新 旧 参 效 Us’, Ums 的 多 项 式 ， 且 诺 已 都 是 
Di» ..;. D, NEM, 
HRZREENREDAMTRAIETTTE 


SC» “ty ms Kis """> Xu) =— 0 


其 中 ， 
SE Niu, ***, Ums Ks" Xa] 
Sib TR LARJE , W a EEB R F 
D, #0, °°, D, Æ0 
成 立 的 假定 下 ,将 所 解 出 的 
xı = OP e. Xa = On /Pa 
代入 Sko 得 


Sg = Sk (m tts Mms Bhia, al; 


AH Ro Rk 都 是 诸 新 旧 参 数 u, 5 ume 的 多 项 式 , E R: 是 
诸 P 因而 是 诸 忆 的 其 积 , 而 在 非 退 化 条 件 下 不 为 0， 显然 ,经 过 虽 
极 繁复 但 极 容易 的 机 械 运 算 可 判 知 R 是 否 恒 等 于 0, 因而 可 判断 
在 非 退 化 条 件 D, Æ 0, >t, D, =0 满足 的 假定 下 ， 定理 是 否 成 
Z. 

由 上 可 作出 下 面 的 结论 : 

对 于 任何 构造 型 的 交点 定理 ， 恒 可 选取 坐标 Ms ttt, Hms 
xz …，xn， 通 过 确定 的 机 械 步 骤 ,使 在 有 限 步 之 后 ,能 在 * 坐标 中 
挑 出 一 部 份 作为 新 参数 ， 得 出 一 组 新 旧 坐 标 间 的 多 项 式 D,,*…， 
D,;， 并 能 判断 在 非 退 化 条 件 

D, #0 ... D, #0 

满足 的 假定 下 , 恰 有 下 列 情形 之 一 成 立 : 
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1. 定理 的 假设 本 身 有 了 矛盾 。 
2. 定理 成 立 。 


3. 定理 不 成 立 ， 
在 定理 成 立 的 情形 下 ， 上 述 的 机 械 步 又 即 构成 了 所 考虑 交点 


定理 的 一 个 机 械 化 证 明 以 及 相应 的 非 退 化 限制 条 件 ， 
至 此 ，Hilbert 的 机 械 化 定理 已 完全 证 明 ， 
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第 四 章 《常用 ) 无 序 几 何 的 机 械 化 定理 


41 E 述 


这 章 是 本 书 最 主要 的 一 章 ， 目 的 在 于 证 明 如 果 一 种 几何 的 附 
属 数 系 是 一 个 数 域 , 妈 乘法 是 可 交换 的 , 则 假设 与 终结 部 分 都 可 由 
多 项 式 等 式 关系 来 表达 的 那 类 定理 的 证 明 可 以 机 械 化 ， 这 一 类 定 
理 称 为 等 式 型 定理 事实 上 ， 它 包括 了 几何 中 最 主要 的 大 部 分 定 
理 。 虽 然 排 除了 带 有 次 序 关 系 因 而 代数 上 牵涉 到 多 项 式 不 等 式 关 
系 的 那 类 定理 ， 但 后 者 一 般 只 在 中 学 范围 的 欧 几 里 得 平面 几何 中 
多 有 出 现 , 此 外 并 不 多 见 。 在 现代 的 几何 , 例如 代数 几何 中 , 附属 
数 域 往往 是 复数 域 或 特征 为 0 的 任意 数 域 ， 因 此 根本 不 出 现 次 序 
关系 。 所 以 ， 把 机 械 化 证 明 的 范围 局 限于 只 用 等 式 关 系 就 可 表达 
的 那 部 分 等 式 型 定理 ,并 不 是 什么 重要 的 限制 ,而 是 比较 符合 几何 
发 展现 状 的 ， 

依据 第 三 章 3.2 和 3.3 节 , 等 式 列 定 理 证 明 的 机 械 化 间 题 可 轨 
结 为 如 下 纯 代 数 形式 的 机 械 化 问题 

BARK 与 变量 
的 若 于 玉 中 的 多 项 式 

f:(xzi tts xa) E€ Klx, xzol SETI 
以 及 另 一 多 项 式 | 
8g(Cxzi >; m)EKlx; ***, rn] 
求 一 机 械 化 方法 ,使 在 有 限 步 内 能 得 出 有 限 多 个 非 退 化 条 件 : 
- Dias to £a) E KIr tts x4] JEJ 
并 判定 对 KK 的 某 一 扩 域 改 , 下 面 的 结论 是 否 成 立 ; 
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1. 对 任意 asit an EKR, NM 
las ae) 一 0 Gel 
D;(as*'",0,) #0 EJ 
AA 
gCais’ ap) =O 
在 (1) 成 立时 ,我 们 将 称 等 式 
g(x"*, 2.) = 0 
在 非 退 化 条 件 
Di(xriy xz) 天 0 1eJ 
下 ,可 从 等 式 
六 (xz 20) = 0 iel 
推出 。 又 上 述 非 退 化 条 件 D; 不 能 是 任意 的 , 它 必 须 符 合 下 面 的 要 
求 : 即 任 一 
Di(xis-**, ta) =— 0 
不 能 从 
fixit tts xyz) = 0 rE I 
推出 .换言之 , 即 对 每 一 16 J， 至 少 有 一 组 
065°", EK 
使 
ja en) 一 0 iE I 
{8 
D(a,s**', an) Æ 0 
参阅 第 三 章 3.3 布 关于 附加 条 件 的 说 明 . 

在 叙述 (1) 中 ,车 民 是 原来 几何 的 附属 数 域 攻 , 则 每 一 组 数 a, 
e,n EK 相当 于 原来 定理 中 满足 假设 条 件 的 一 个 几何 图 象 , 而 
gCat ta an) 一 0 相当 于 说 定理 的 终结 对 这 一 几何 图 象 成 立 . 因 
此 上 面 代数 形式 机 械 化 问题 的 解决 ， 在 K 一 KK 时 将 给 出 相应 几 
何 定理 证 明 可 以 机 械 化 的 结论 , 即 相 应 几何 的 机 械 化 定理 成 立 . 

以 下 几 蔬 将 致力 于 解决 上 述 代 数 形 式 机 械 化 问题 。 但 在 我 们 
的 解答 中 ,(1) 中 的 攻 并 不 是 原来 几何 的 附属 数 域 K， 而 是 附属 数 


.146 » 


域 KK 的 一 个 代数 闭 的 扩 域 ， 就 机 械 化 证 明 在 几何 上 的 目的 来 说 ， 
这 已 经 足够 了 . 理由 是 ,如 果 (1) 对 于 扩 域 K 成 立 , 则 对 于 原来 的 
数 域 必 也 成 立 , 因 而 相应 的 几何 定理 成 立 。 如 果 (1) 对 于 扩 域 改 不 
成 立 , 虽 然 不 能 由 此 得 出 (1) 对 于 长 也 不 成 立 , 因而 也 不 能 得 出 相 
应 几何 定理 不 成 立 的 结论 ， 但 至 少 指出 了 这 一 几何 定理 成 立 的 可 
能 性 不 大 ,或 至 少 在 几何 图 象 范围 稍 加 扩充 (例如 由 实 的 图 象 扩充 
为 复 的 图 象 时 ) 时 不 能 成 立 。 如 果 我 们 应 用 代数 几何 的 语言 并 应 
用 一 条 代数 几何 中 关于 代数 簇 维 数 不 因 基本 数 域 而 异 这 一 条 定 
理 , 则 至 少 对 常用 几何 来 说 , 不 会 出 现 上 面 的 情形 。 不 论 如 何 , 由 
于 我 们 希望 的 是 得 出 正面 的 几何 定理 的 证 明 ， 而 不 在 于 其 反面 的 
结果 ,因此 对 于 民 是 否 与 KK 相同 这 一 点 无 关 紧 要 。 为 此 我 们 将 把 
上 章 3.3 节 关 于 几何 定理 机 械 化 证 法 以 及 定理 证 明 可 以 机 械 化 的 
定义 扩充 到 可 以 包括 上 面 那 种 情形 。 详 言 之 , 当 K 取 为 相应 几何 
附属 数 域 改 的 某 一 扩 域 而 上 述 代数 形式 的 机 械 化 问题 有 解答 时 ， 
仍 称 相应 几何 的 定理 证 明 可 以 机 械 化 ， 当 所 考虑 的 定理 确实 成 立 
时 ， 所 用 代数 的 机 械 化 过 程 也 就 给 出 了 这 一 几何 定理 的 机 械 化 证 
A, 在 这 些 较 广 义 的 概念 下 ， 这 章 将 给 出 代数 形式 机 械 化 问题 的 
解答 ,并 由 此 导出 下 面 的 定理 : 

机 械 化 定理 ”第 二 章 中 常用 几何 的 各 种 无 序 关 属 几何 ， 如 无 
FE Pascal 几何 ,无 序 垂直 几何 ,无 序 度量 几何 等 (其 中 交 线 Paseal 
公理 成 立 ) ,其 几何 定理 都 有 机 械 化 证 法 . 

上 述 代数 问题 实际 上 是 一 个 代数 几何 的 问题 ， 其 解答 依赖 于 
代数 几何 这 一 门 较 现代 的 科学 。 但 是 ， 现 代 的 代数 几何 基本 上 已 
发 展 为 一 种 纯粹 是 存在 性 的 理论 ， 由 于 我 们 需要 的 解答 是 一 种 机 
械 化 的 方法 ,因此 我 们 需要 的 是 一 种 构造 性 的 理论 ,纯粹 存在 性 的 
理论 是 不 足以 提供 必要 的 机 械 化 方法 的 。 所 幸 的 是 ，R. F. Ritt 
[1，2] 早 已 发 展 了 这 种 构造 性 的 代数 几何 ， 恰 好 可 以 满足 我 们 的 
需要 .由 于 Rin 的 著作 一 般 很 少 为 人 所 知 ,而 且 他 的 论证 是 分 析 
性 质 的 ,超出 了 纯 代数 的 范围 ， 因 此 在 本 章 中 将 重新 对 Ritt 的 理 
论 与 方法 改写 成 符合 我 们 要 求 的 形式 。 除 此 之 外 ，Ritt 的 代数 几 
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何 构造 性 理论 本 身 也 有 值得 重视 之 处 。 例 如 代数 签 的 维 数 概念 是 
代数 几何 中 最 基本 、 最 直观 的 原始 概念 之 一 ,代数 簇 与 一 超 平 面 交 
截 的 维 数 定理 也 是 代数 几何 中 最 基本 、 最 直观 的 定理 之 一 。 但 在 
流行 的 代数 几何 著作 中 ,不论 是 概念 的 引入 还 是 定理 的 证 明 都 不 
简单 ;都 要 用 到 一 些 艰 深 的 方法 ,而且 都 是 存在 性 的 。 相 反 ，Ritt 
的 理论 不 仅 给 出 了 初等 而 直接 的 证 明 ， 而 且 还 给 出 了 确定 维 数 的 
构造 性 方法 (参见 4.6 1). 


42 多 项 式 的 因子 分 解 


设 必 是 一 个 男 定 的 数 域 ， 我 们 将 局 限于 长 的 特征 为 0 的 情形 ， 
以 后 不 再 明言 。 象 通常 那样 , 以 政 中 的 数 为 系数 , 变量 为 ro © 
ests 的 多 项 式 全 体 所 成 的 环 记 为 Klo, 25°, r]. AR: 
系数 在 某 一 环 A 中 , 则 相应 的 多 项 式 环 记 为 Alr ttt tal. 

设 改 是 包含 K 的 任 一 数 域 , 称 为 民 的 一 个 扩 域 . WEK pE 
NEE K 中 的 6, AA RN 

1, 0, 0:,..., om .。 
记 KO) 为 KK 中 所 有 商 K6)/g(6) 的 全 体 ， 其 中 f,g 都 是 以 KK 中 
数 为 系数 的 9 的 多 项 式 ， 而 gC9) 在 攻 中 不 等 于 0。 EKWA 
下 ，K(6) 成 一 包含 K 的 数 域 ， 称 为 KK 添 加 9 所 得 的 简单 扩 域 .可 
以 有 下 面 两 种 情形 . 

第 一 种 情形 1: 由 8 乘 突 所 成 的 数列 ,任意 有 限 多 个 都 对 民 线 
性 无 关 ， 这 时 称 6 对 用 而 言 是 超越 的 数 ， 政 (9) X KRI 6 所 得 
WRR. 

第 二 种 情形 2; 数列 中 有 有 限 多 个 对 其 线性 相关 。 命 双 为 使 
1,9,"…, 0” 对 攻 线 性 相关 的 最 小 整数 ， 则 有 长 中 不 全 为 0 的 数 
os 019"*""，。 Gms 使 

ca 十 aa 十 …， 十 ao 一 0 
但 对 有 发 中 任意 不 全 为 0 的 二 二 和 2 个 数 2， biste bn 都 有 
ba t Ot -e +2,.0" O n< m 
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因而 特别 有 #0. 这 时 称 6 EKRAR, KO) EKR 
加 8 后 所 得 的 代数 扩 域 , m 为 9 或 KONKRET. 

在 第 二 种 情形 中 记 多 项 式 at art e + ane” 为 

Plx) = at ax t -> + ant” E K[x] N Pole) 
AEK [r] 中 不 可 约 ， 即 不 能 分 解 成 Kl) 中 两 个 次 数 大 于 
等 于 1( 之 1) 的 多 项 式 的 乘积 ,特别 应 有 a #0. BR, Pol) 只 能 
唯一 确定 至 K 中 的 一 个 非 0 因子 。 我 们 将 称 任 一 这 样 的 多 项 式 
Pe(%) 为 9 的 一 个 恭 加 多 项 式 , 它 的 特征 是 Pe(Cx) 在 人 [zx] 中 不 可 约 ， 
g 
Pa(0) = 0 

好 9 是 Pe(x) 一 0 在 长 的 某 一 扩 域 中 的 一 个 解 . 

it 人 9)/g(6) Æ K (9) 中 的 任意 一 数 ， 此 处 f(x), gl) e K 
[x], 且 g(9) 关 0。 因 Polx) 在 K[x] 中 不 可 约 , 故 g(x) 与 Po(x) 不 
能 有 公共 因子 。 依 多 项 式 的 除法 算法 应 有 多 项 式 pa), 4), 
O(x), R(x) € K [x], 使 

9p(x)g(Cx) + plx)Polx) = 1 
fa) plr) = OGxz)Pe(x) + RC) 
其 中 pl), RO) 对 x 的 次 数 各 小 于 Po) 中 zx 的 次 数 , 即 6 对 
K itm, m Aa) 中 x 的 次 数 小 于 g(x) 中 x 的 次 数 。 由 于 
Pe(6)=0, X 
ro 一 (6)9(6) = RCO) 

因而 K (0) 中 任意 一 数 可 表 为 6 的 一 个 次 数 小 于 等 于 ( 委 )m 一 1 
的 多 项 式 , 且 这 样 的 表示 方法 显然 是 唯一 的 ,并 可 通过 代数 运算 构 
造 性 地 求 得 . 

今 设 数 域 KK 是 一 个 有 人 么 元 素 的 整 环 人 A 的 商 域 。 则 不 论 KO) 
是 超越 扩 域 还 是 代数 扩 域 , 以 A 为 系数 9 的 多 项 式 全 体 所 成 AL91 
也 成 一 有 人 么 元 素 的 整 环 , 且 K(6) 是 A INA. RE Gas E 
理 ,一 个 A[x] 中 的 多 项 式 , 若 能 在 KK[x] 中 分 解 因子 , 则 在 Alr] 
中 即 已 能 分 解 因子 ,又 若 A 有 因子 分 解 的 唯一 性 性 质 \ 即 所 谓 UFD 
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性 质 ), 则 Als] 也 有 因子 分 解 的 唯一 性 性 质 ， 以 下 所 考虑 的 整 环 
就 将 假定 具有 这 些 性 质 ， 不 青 作 说 明 。 一 个 最 简单 的 具体 实例 即 
A RERI., 

本 慷 所 讨论 的 主要 间 题 是 : 

设 已 知 如 何 将 A 中 的 数 分 解 成 不 可 约 因 子 ， 问 若 z 是 一 变 县 
时 ， | 

1. 如 何 将 Ats] 中 的 多 项 式 分 解 成 不 可 约 因 子 。 

2. 如 何 将 和 AA[90][z] = Ald, z] 中 任 一 多 项 式 分 解 成 不 可 约 
因子 ， ZEKO) 是 A 的 高 域外 添加 0 的 简单 扩 域 . 

在 大 多 数 代 数学 著作 中 ， 往 往 满足 于 这 两 问题 解答 的 存在 
性 与 可 能 性 ， 而 没有 涉及 构造 性 的 具体 作法 .这 对 于 机 械 化 的 妥 
求 是 根本 不 够 的 。 在 Van der Waerden, Moderne Algebra 1930 年 
的 第 一 版 中 ,曾经 有 两 整 段 ($23 与 $37) 致 力 于 在 有 限 步 内 解决 上 
述 两 个 问题 的 机 械 方法 ,但 在 以 后 的 几 版 中 ,相当 于 $23 的 内 容 虽 
然 还 保存 着 ,但 相当 于 837 的 内 容 则 完全 删 去 了 .由 于 这 些 内 容 
对 于 几何 证 明 的 机 械 化 方法 颇 为 重要 而 在 流行 书籍 中 又 不 易 见 
到 ,下 面 将 作 较 详细 的 介绍 . 

由 于 我 们 局 限于 K 的 特征 为 0 的 情形 ,因此 以 及 为 商 域 的 整 
环 A 必 须 含 有 无 限 多 个 元 素 。 如 以 e 表 A 的 人 么 元 素 , 则 nel 为 整 
数 ) 即 是 这 样 一 组 无 限 多 个 元 素 。 事 实 上 ,如果 A 只 有 有 限 多 个 元 
素 , 则 对 于 任 一 A[z] 或 A[9][z] 中 的 多 项 式 f(z), 仅 有 有 限 多 
个 多 项 式 有 可 能 成 为 f(x) 的 因子 。 将 这 有 限 多 个 多 项 式 逐 一 试 
除 f(z)， 即 可 在 有 限 步 后 判定 f(x) 是 否 不 可 约 , 并 在 可 约 的 情形 
下 分 解 成 不 可 约 因子 . 因此 对 于 A 有 限 的 情形 ， 解 决 上 述 两 个 问 
题 是 容易 的 、 

下 面 我 们 只 考 虚 AA 无限 而 商 域 的 特征 为 0 的 情形 ， 这 时 间 
题 2 可 按 6 对 A 是 超越 的 还 是 代数 的 而 分 成 两 种 情形 、 对 于 前 一 
种 情形 ， 可 改写 NN - ER), 而 问题 2 变 为 将 Al»; z] 中 两 
个 变量 的 多 项 式 分 解 因 子 ， 与 问题 1 合 在 一 起 ， 可 提出 更 一 般 的 
问题 ,即将 任意 多 个 变量 2°, 的 Als, xs] 中 多 项 式 
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分 解 因 子 的 问题 。 我 们 可 把 这 些 间 题 的 解答 归结 成 下 面 的 两 个 定 
H. 

定理 1 设 A 是 一 有 人 么 元 素 的 整 环 ， 且 已 知 有 一 机 械 方 法 可 
在 有 限 步 内 将 A 中 任意 一 数 唯一 地 分 解 成 不 可 约 因子 〈 确 定 至 A 
中 的 可 逆 因 子 ), 则 有 一 机 械 方 法 可 在 有 限 步 内 将 人 [xiyz:……zxs] 
中 任 一 多 项 式 分 解 成 不 可 约 因 子 (确定 至 A 的 可 逆 因 子 ). 

定理 2 设 和 A 如 定理 1, 而 KK 是 A 的 商 域 , 且 K0) AK KM 
6 的 代数 扩 域 ,9 的 添加 多 项 式 为 
Poy) 一 ay” + ay”"'+ +++ o„€ Aly] 
这 里 EA, aam Z0, H ao 05°, am FHAHFRE EN 
共 因 子 , 则 有 一 机 械 方法 可 在 有 限 步 内 将 AL] LE) 中 任 一 多 项 式 
分 解 成 不 可 约 因 子 〈 确 定 至 全 中 的 可 逆 因 子 )， 

定理 1 的 证 明 如 下 (A 无 限 ). 

设 所 给 多 项 式 为 

f(x,» .. .x.) € Alr. ..., x.]J ~ 

取 普 大 于 了 中 任 一 司 的 次 数 ,， 引 入 新 变量 1, 并 和 置 


人 
Xi z 一 g” ... Xa ge” 
A 
xti . “rn z= pitkamteetkam”™! 


EISk<m— Ih, EERE r; REUT mA e 的 
幕 积 与 右边 次 数 小 于 m Ot REZAT — A — R 
系 ， 因 此 也 在 A [xr tan] 中 每 一 xz; 次 数 都 小 于 w 的 多 项 式 与 
A [中 次 数 小 于 m 的 多 项 式 之 闻 建 立 了 一 个 一 一 对 应 关系 。 设 
了 对 应 于 FE: 

fx, "tta x) =a F(z#) 
BREAN FE) 如 何 分 解 为 不 可 约 因 子 
| F(t) = Fi Fe) 
则 根据 上 面 的 一 一 对 应 关系 即 得 相应 f 的 不 可 约 因子 分 解 

fCrist tota) = fiCtist xn) fr rn) 

其 中 filetta xn) = Fi(z)， 所 以 +? 个 变量 x,…… 多 项 式 的 
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因子 分 解 可 归结 为 一 个 变量 多 项 式 的 因子 分 解 . 

今 考 虑 一 个 变量 t 的 多 项 式 Fae Al, FERRY r. 
由 Gas EH, FO € Al] 中 的 因子 分 解 与 F(z) EK [2z] 中 的 
因子 分 解 间 题 相同 。 若 能 在 KK[z] AmE ALN 中 能 分 解 成 次 
HATET (>) 1 的 两 个 不 可 约 因 子 : FQ) 一 p) p), K 
中 pO 的 次 数 小 于 等 于 ve) 的 次 数 ， 则 p( 的 次 数 设 为 g 时 ， 
应 小 于 等 于 [7/2], 即 小 于 等 于 +/2 的 最 大 整数 。 我 们 应 提供 一 
机 械 方法 使 在 有 限 步 后 或 肯定 这 样 的 因子 不 存在 ， 使 得 F 不 再 能 
分 解 因子 , 即 不 可 约 , 或 给 出 一 个 因子 pz) 来 。 对 于 后 一 种 情形 
应 用 除 靶 算法 可 得 FG) 的 另 一 因子 g(t)， 于 是 再 应 用 同一 机 械 
方法 于 yp(z) 与 oe, RABE FO 的 不 可 约 因子 分 解 。 

为 此 依次 命 gq 一 1, 2, +- [+r/2]， 并 考虑 是 否 有 4 次 的 多 
项 式 可 作为 FO 的 因子 。 由 于 AA 无限, 故 可 在 A 中 选取 4 十 1 个 
互 不 相等 的 元 素 00 as trag 例如 a = ke, e 为 俯 的 么 元 素 . 
今 对 任意 se A 作 多 项 式 

EE o O Ci LE ot ot) lea) 
PC) % (a; 一 ao)， r (a; — a;i) (a; a4)" ° “(ai 一 ag) 

eKl[:] 


于 是 p(z) 就 是 使 
p(o) = c; i = ],-..,g 

的 4 次 多 项 式 . 若 pQ@) 是 FQ) 在 Afi] 中 的 因子 , 则 pla) 一 
ci 应 是 F(ai)€ A 的 因子 。 由 假设 已 知 , 可 通过 人 A 中 分 解 因 子 的 
机 械 方法 得 知 F(a;) 的 所 有 可 能 的 因子 , 故 这 样 的 cj 只 能 有 有 限 
多 个 , 且 可 通过 机 械 方 法 求 得 。 于 是 有 可 能 作为 FO 因子 的 次 数 
为 4 的 多 项 式 的 Pd) 只 有 有 限 多 个 。 将 这 有 限 多 个 多 项 式 逐 一 
试 除 FG) 即 可 机 械 地 得 知 FO 是 否 能 分 解 因子 ， 并 在 可 能 时 得 
出 这 样 的 一 个 因子 , 且 如 前 所 述 即 可 在 有 限 步 后 得 出 Fo) 的 不 可 
约 因子 分 解 。 这 就 证 明了 定理 . 

定理 2 的 证 明 要 比 定理 1 难得 多 。 我 们 将 依据 Trager 在 [11 
中 对 Van der Waerden 在 [1] $37 中 证 明 的 改进 形式 来 缮 述 。 为 
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此 先 作 一 些 准备 如 下 . 
设 代数 扩 域 KK(96) 的 添加 多 项 式 为 

Poly) = y” + ay”"!+ .+ an€ Ky] 
根据 数 域 的 扩张 理论 ,K 有 一 扩 域 民 ,使 PO) EA KIyl 中 的 多 
项 式 可 完全 分 解 为 线性 因子 : 

Pely) = (y— 0)(y— 0).**(y— On) 
其 中 2 = 0, 诸 Ortes On 则 称 为 9 WELE. KERER O 
存在 而 不 必 具 体 作出 , 真正 需要 知道 的 只 是 (一 1)iaj 为 诸 0; 间 的 
初等 对 称 函 数 这 一 事实 即 可 。 

今 设 上 6,，x) 是 K(9)[z]1 一 人 [6, z) 中 的 一 个 多 项 式 . 则 乘积 

Norm 1(9, z) = J8., z) ° (02; z)’ Om z) 
称 为 1 的 范式 、 在 将 乘积 展开 时 ,每 一 z 的 需 次 的 系数 是 20，…0。 
的 对 称 函 数 ,因而 依据 对 称 函 数 的 基本 定理 , 它们 都 是 attt am 
的 多 项 式 , 且 可 直接 从 f 以 及 Po 机 械 地 算出 , 而 不 必 考 虑 2 的 真 
正 形式 为 何 . 

引 理 1 设 1(9, z) 在 K(9)[z] 中 不 可 约 ， 则 Nom 了 是 
K [中 一 个 不 可 约 多 项 式 的 乘 轩 。 

证 设 此 引 理 不 成 立 , 则 可 设 

Norm f = g(z)  h(z) 
其 中 g, h 都 是 KK[z] 中 次 数 大 于 等 于 1 的 多 项 式 , 且 g，h 在 KK[z] 
中 无 公共 因子 。 由 于 f0, 2) 不 可 约 , WUA g RA EKO) [z] 
的 一 个 因子 。 设 K6, z) 是 8 的 因子 , 则 Norm f(0, z) 将 是 Norm 
g= g” WAF. igh Eeg BATS gs h 无 公 因子 的 假定 
相 违 。 证 毕 。 

引 理 2 有 一 机 械 方法 使 对 任 一 (9)[z] 中 无 重 因子 的 多 
MA {06，z) TEARI ARH Kiz] 中 无 重 因 子 的 多 项 式 
g(x), 并 使 在 KK(9)[z] H, g) 以 人 06，z) 为 一 因子 . 

证 先 机 械 地 作出 Norm f = G(xz)€K[z]。 E GG) 的 形 
式微 分 G'(z), 并 用 轧 转 相 除 法 求 出 CC) 与 CE) 的 最 大 公约 式 
D(z)， 则 g(z) = GCz)/D(z) Muhr. ik 1(6, z) EK(6) 
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[z] 中 分 解 成 不 相同 不 可 约 因子 的 弱 积 50, s) 2), MIR 
引 理 1 有 
G(z) = Norm f = Norm fit Norm f, 
= giie + + pi 
其 中 gs, 是 KK[z] 中 的 不 可 约 多 项 式 , 且 s; > 0。 于 是 ， 
gC) = gitt gE Kiz] 
此 处 gitte’ Bik 为 855 8 中 不 相同 的 那些 g;。 因 每 一 不 可 
amt Er 的 因子 ,所 以 也 是 g; 5g) HAT, mi f RER 
Fi A: IRR 了 也 是 g(x) 的 因子 ,是 EC) 无 重 因子 。 证 毕 ， 

引 理 3 有 一 机 械 方 法 使 对 任 一 在 [zx] 中 无 重 因子 的 多 项 
A g(z) 《长 [zs]， 在 有 限 步 后 获得 一 整数 :， 使 Norm g(z 一 50) 
Æ Kiz] 中 无 重 因子 . 

证 Ks 1, 2,……… 命 G, 一 Normg(z 一 5)。 作 G, 的 形 
式微 分 Go 并 应 用 辍 转 相 除 落 求 G 与 G; 的 最 大 公约 式 D,, 则 必 
有 一 :使 忆 , 对 xz 的 次 数 为 0, 即 G, 无 重 因子 而 合 于 所 求 。 原因 
REKREI RKA, g(x) 必 分 解 成 线性 因子 z 一 8;， 且 诸 p 
彼此 不 同 ， 于 是 G 在 某 一 扩 域 中 将 分 解 成 线性 因子 z — (8, +5 
0;), 而 只 有 有 限 多 个 * 能 使 G, AENT. 

引 理 4 设 #060,z)€ KK(9)[s] 无 重 因子 ， 则 有 机 械 方 法 求 
得 一 上 整数;, 使 Norm (fd, z 一 s0)) € Kiz] 中 无 重 因子 . 

证 依 引 理 2, 可 应 用 机 械 方法 求 得 一 多 项 式 gCz) e Klz], 
使 g(z) 在 [x] ZENT, MEKO] 中 以 (0, z2) 为 因 
子 。 又 依 引 理 3, 可 应 用 机 械 方法 求 得 一 整数 :, 使 Norm gle 一 
s6) ÆK[:] 中 无 重 因子 。 此 时 g(x — s0) 在 KK(9)[z] 中 应 以 
1(0, 2-0) 为 因子 。 因 Norm g(z 一 s0) 无 重 因子 ， 故 Norm 
GCO, z 一 s0)) 也 无 重 因子 。 

引 理 5 RSMA AO, z)E KK(9)[z] 的 范式 Norm(AC6，z)) 
Æ Kie] HIER TFT, ARE KI] 中 的 不 可 约 因子 分 解 为 

Norm A = H,(z)---H,(z) 
则 Cd, z) 在 KK(9)[z] 中 的 不 可 约 因子 分 解 为 
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h = II gcd (ACO, 2), H;(z)) 


这 里 ged 表示 KOL] 中 的 最 大 公约 式 ,可 用 辊 转 相 除法 求 得 、 

证 ikh EKOL] 中 的 不 可 约 因 子 分 解 为 

= 
Al 

Norm 4 = Norm A,°* "Norm A, 

= HH, 
因 每 一 h; EKOL] 中 不 可 约 ; 故 依 引 理 1, Norm 4, 为 人 (sz) 中 
一 不 可 约 多 项 式 的 飞 医 ,而 由 于 Noms 无 重 因子 , X Norm h; 本 
身 必须 为 一 不 可 约 多 项 式 且 为 Hs’; H, 2 BSH KH 
的 非 0 因子 ， 依 同样 理由 这 些 不 可 约 多 .项 式 Norm hh 必 彼 此 不 
HARME s =r, HNDA Norm A, = 有 Hi,***, Norma, = 
H,. TA h5 H; = Nom kh; € K O] 中 有 公 因 子 如， 但 不 
能 再 有 其 它 hG Ai) 作为 公 因 子 。 故 ged (Ch, Hi) = hi;， 而 引 理 
得 证 ， 

定理 2 的 证 明 如 下 (A ER, K 一 Anti), 

设 所 需 分 解 因子 的 多 项 式 为 f0, zx) 上 KK(9)[z]， 先 用 轰 转 
相 除 法 求 得 K6，z) 与 其 形式 微分 FO, zx) 在 民 (9)[z] 中 的 最 大 
公约 式 dO, z), N gC, z) 一 10，z)/ad(6, 2) 在 KOM] 
中 无 重 因 子 ， 依 引 理 4, 可 求 得 一 整数 s, 使 AO, z) 一 g(0, xz 一 
s0) 的 范式 Nom k Æ Kiz] 中 无 重 因 了 于 。 由 假设 已 知 A 中 国 子 
分 解 的 机 械 方法 , 故 由 定理 1 可 将 Norm4 EK EI 中 分 解 成 不 可 
NAT: 

Norm A = H,(z)-- -H,(z) 
ARIRE H,G) 与 * 在 人 (6)[zj 中 的 最 大 公约 式 
“hi(0, z) = gcd (h(0, z), H;(z)) 
则 依 引 理 5, Ak EKOL] 中 的 不 可 约 因子 分 解 : 
ACO, z) = h(0, z)-- -4,(0, z) 
于 是 gO, 2) EKO)LEIFTATTAA FIR: 


8g(0, z) = A(O, z + s0) = hd, z + 50). -A,(0, z -+ 53) 

由 此 可 得 所 给 多 项 式 10, z) = g0, z)d(0, 2) 的 不 可 约 因 子 分 
解 , 只 需 再 作 若 于 次 除法 即 可 . 

上 面 定理 1,2 都 局 限于 KK 的 有 限 扩 域 这 种 情形 、 如 果 不 加 任 
何 限 制 , 机 械 化 的 方法 可 能 根本 不 存在 ， 请 参阅 Van der Waerden 
[4]. 上 面 定 理 1,2 中 的 机 械 化 方法 都 源 于 Kronecker, WER 
Hermann [1]. 显然 这 些 方法 的 效率 都 不 够 高 。 近 年 来 ,计算 机 科 
学 的 发 展 使 得 人 们 发 现 了 某 些 新 方法 .这 些 新 方法 用 到 了 中 国 剩 
余 定理 与 p-adic 数理 论 等 工具 ,可 参阅 Berlekampf, Zassenhaus, P. 
S. Wang 等 的 著作 ,以 及 Knuth 在 《The Art of Computer Progra- 
mming》 vol. 2 一 节 中 的 有 关 部 分 。 
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第 三 章 3.4 节 的 例 5 指出 ,即使 是 Pascal 几何 中 的 一 个 交点 定 
理 ， 如 果 不 表 成 构造 型 的 形式 ， 则 它 的 假设 部 分 在 整理 过 程 中 就 
会 出 现 高 于 一 次 的 多 项 式 ， 而 不 能 使 用 Hilbert 的 机 械 化 证 明 方 
法 、 如 果 不 是 交点 定理 或 是 它 种 几何 中 的 定理 ， 则 一 般 说 来 假设 
部 分 中 总 会 出 现 高 于 一 次 的 多 项 式 。 以 后 将 证 明 , 对 于 这 种 情形 ， 
只 需 考 虑 定理 的 假设 与 终结 都 以 多 项 式 等 于 0 的 等 式 来 表达 ， 即 
所 谓 等 式 型 定理 , 则 仍然 有 机 械 化 证 靶 .。 参见 本 章 4.1 节 。 自 然 ， 
这 种 机 械 化 证 法 完全 不 同 于 Hilbert 的 那 种 机 械 化 证 法 。 如 果 施 
之 于 Pascal 几何 中 的 构造 型 交点 定理 , 我 们 将 得 到 两 种 不 同 的 机 
械 化 证 法 . 在 给 出 并 证 明 这 种 适用 范围 极 广 的 机 械 化 证 法 之 前 ， 
本 下 以 及 下 一 节 将 先 作 一 些 准备 工作 。 论 述 的 主要 根据 是 Ritt 的 
[1,2] 两 书 ,许多 概念 ,方法 和 结果 都 出 自 Ritt 的 有 关 著 作 . 

以 下 将 考虑 一 个 特征 为 0 的 基本 数 域 , 记 作 下 ,两 组 变量 

Us ** g Ue 与 Xis’, XN 
排 成 次 序 
UKUR Aura ran 
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EK Le +N 维 线性 空间 KT, HESS Mttr, te 0 
een ey 相当 。 

下 面 所 说 的 多 项 式 都 是 指 系 数 在 牙 中 的 如 sir sa 
的 多 项 式 , 即 Kluse, ueo x+1，,*…* an] 中 的 元 素 ， 以 后 不 再 作 
说 明 . 

对 于 一 个 单项 式 

u = aul Hiri KUN (ae K) 
有 时 也 写成 
u = aU'’X” I = (i,,°**,1.) M = Cms" “5 my) 
或 
n= oaZ wo 一 (MI 一 Go] 
a e #0, Mm (ms, m) 中 最 后 一 个 不 等 于 0 的 指数 为 m,, 则 
称 单项 式 4 的 类 为 po 否则 称 单项 式 “的 类 为 0, 此 时 4 中 至 多 只 
有 #* 而 无 x*. 
两 组 非 负 整数 
æa = (attt a) B = Chiste È) 
称 为 Æ B 之 前 或 8 在 之 后 , 记 作 
anp 或 Bra 
如 果 有 一 《, 使 
ar = rtis ° tta a, = b, (B ag < br 
对 于 两 个 非 0 单项 式 


1 = auii» tptedf » "XNly 2 天 10 
p = bulis» ulerfı YEN b#0 
将 称 1 在 4 之 前 或 < 在 1 之 后 , 记 作 
Axu 或 ai 


如 果 
(2 
任 一 非 0 多 项 式 F 可 写成 
F = aZ" + aZ +++ t aa 
其 中 
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aceK 
a #0,''',0, #0 
mama 

此 时 Zr 称 为 的 领 式 , Z" 的 类 称 为 王 的 类 . 

若非 0 多 项 式 眉 的 类 为 p> 0, 且 F 的 领 式 azh 中 xy 的 次 
数 为 m, 则 F 可 写成 

F = Cr + Car t ert Cm 

其 中 诸 C 都 是 = 与 xy。 tpi 的 多 项 式 ， 而 不 含 Tps Tpi?” 
xn» H. Co =Æ 0, 此 时 C, 称 为 FIR 。 若 Co 的 领 式 为 co， Wr F 
的 领 式 显 为 corp. 

设 两 非 0 多 项 式 F 与 G。 如 果 F 中 x, 出 现 的 最 高 次 数 小 于 
GH x。 出 现 的 最 高 次 数 , 则 称 对 r, mE FE G ERRUR G 


比 F 有 较 高 的 秩 。 在 不 能 比较 高 低 时 ， 称 F, G 对 x。 AIR. 
设 两 非 0 多 项 式 F 与 G， 我 们 称 F 比 G 有 和 较 低 的 秩 或 G 比 F 
有 较 高 的 秩 , 记 作 
F<G 或 GF 
如 果 以 下 两 情形 之 一 成 立 : 
1. 类 (F) < 类 (C). 
2. 类 (P) 一 类 (G) 一 户 >0, 而 中 xp 的 次 数 小 于 G 中 rph 
次 数 , 即 对 xp 而 言 ,fF 比 G 有 较 低 的 秩 ， 
在 F 与 G 不 能 比较 秩 的 高 低 时 ,将 称 F 与 G 同 秩 , 记 作 
F~G 
例如 ,两 个 类 都 等 于 0 的 非 0 多项式 同 秩 。 
设 多 项 式 下 的 类 为 p>0. E-N rp 而 言 , 秩 低 于 下 的 多 项 
式 G 都 称 为 对 F 已 约 化 的 多 项 式 。 显然 的 初 式 的 类 小 于 ?和 且 已 
XÍ F E. 
设 F 的 类 为 了 二 0 并 写成 形式 
F=forp + fixp tr tfm 
其 中 
fie | tes xi Xp-1] fo # 0 
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任 一 对 Ff 杰 约 化 的 非 0 多 项 式 G 可 写成 形式 
G = garp t grp 十， 十 gu 
其 中 
gie Klingt saucy Ks" zixzpo+lio xyv] 
g | 
po Æ I M >m 
依据 多 项 式 的 除法 算法 ,以 F 除 G 得 
fG— OF+R 
这 里 Q, R 都 是 多 项 式 , 尺 中 >x 的 次 数 小 于 mm， 所 以 对 FF 来 说 已 
约 化 ,而 s 为 能 有 以 上 形式 的 最 小 非 负 整数 ,，s 三 M 一 m， 若 G 
EX FRA NT s = 0, 0 一 0，R 一 G， 而 上 式 仍 成 并 ， 不 
论 何 时 ,以 上 唯一 确定 的 多 项 式 RR 都 称 为 G 对 的 余 式 , 人 队 G 得 民 
的 步 又 称 为 G 对 的 约 化 . 
对 我 们 说 来 特别 重要 的 是 R, GX xp 的 多 项 式 时 ,RR 中 诺 
xp ERRARE G 中 诸 xp ARAKI EN, RE 
Boho 十 …… + guħu 
这 种 形式 ， 而 和 中 各 项 的 系数 hste hu 则 都 是 忆 中 诸 ro ER 
系数 fo> * ° -sfm 的 多 项 式 , 因 而 都 是 Ua" "sollen Ay" "9 Xp- 的 多 
项 式 。 在 著者 以 后 的 有 关 书 籍 中 ， 对 机 械 化 证 明 过 程 作 计算 复杂 
度 的 估计 时 ,对 此 当 作 更 为 精确 的 描述 . 
下 面 考虑 由 有 限 个 多 项 式 , 例 如 A 所 组 成 的 多 项 式 序列 
A .dd 
这 样 的 序列 称 为 一 升 列 , 如 果 
7 一 1 日 4 0 
或 
r>\1 
0O<K(A)<&RlA) 二 … 二 类 (4,) 
且 对 任意 j >i, 4; 对 A BIW. 
显然 对 一 升 列 而 言 , 恒 有 <N, 
升 列 a 称 为 矛盾 的 ,如 果 + 一 1, Ar 0, ER (4) 一 0. 
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设 有 两 个 升 列 .az 与 
B : Bı, DB 了， 
称 .a 比 铬 有 较 高 的 秩 或 多 比 .有 较 低 的 秩 , 记 作 
ABU BKA 
如 果 
有 一 jS min (r, s) 使 
A ~ Bittra Aia ~ Biais A;r Bi 


或 
s>r H A~ Bst, A,.~ B, 
ERAI a EB AR AEH BEREIT ERR ,多 同 秩 , 记 
作 A ~ B 
此 时 将 有 


r=sH 44 ~ Ba't, 4, ~ B, 
显然 升 列 对 秩 的 高 低 来 说 构成 一 个 部 分 次 序 ， 因 此 对 一 个 升 
列 组 成 的 集合 可 引入 极 小 升 列 的 概念 ， 即 集合 中 秩 不 高 于 其 它 任 
意 升 列 的 那 种 升 列 ,如 果 存 在 的 话 。 下 面 的 引 理 是 基本 的 ,有 着 重 
要 的 作用 . 
引 理 1 设 
2000 
是 升 列 P, 的 一 个 非 增 秩 的 序列 , 即 对 任意 4 都 有 
GO 或 Ogn ~ D, 
则 必 有 一 指数 4', 使 对 任意 9 > 4 ， 都 有 
P, ~ Oy | 
换言之 ,有 gq' 使 4 之 49' 时 , 9。 都 是 序列 中 的 极 小 升 列 . 
证 i 记 @ 中 多 项 式 的 个 数 为 xs， 而 第 一 项 为 Aa N 
Ay A*t Åp 
是 一 个 多 项 式 的 非 增 秩序 列 , 即 对 任意 9 都 有 
And, È An~ As 
由 此 知 对 任意 4 有 类 (Aa) SKlA) MERC) = RM) 
= p > 0 时 ,4 中 xp 的 次 数 应 小 于 等 于 4, P x; 的 次 数 ， 因 
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类 与 次 数 都 是 非 负 整数 , 故 必 有 9 使 g > qa 时 ,所 有 A, 都 将 同 
FR, 

EB >24: 使 9 >q, 时 所 有 ”一 1， 则 引 理 已 成 立 . 6 
则 应 有 q> q, E q4 >q, KERS r >22 BAND, 中 的 第 二 
项 为 AP, 于 是 

AP, AD An 
也 是 一 多 项 式 的 非 增 秩序 列 。 同 前 ,应 有 p> q 使 g 之 gi 之 4 
> q WNA AP 都 同 秩 . 

若 所 有 rs 都 小 于 等 于 2, 则 引 理 已 证 明 ; 否则 应 有 9 之 qs 
使 9 >= 491 时 + 都 大 于 等 于 3 而 可 取 Pd, 中 的 第 三 项 A), UR— 
非 增 秩序 列 。 由 于 对 任意 9 都 有 r 委 N， 故 依次 进行 ,最 后 必得 
一 ”与 一 使 对 任意 >q 有 ry =r END, 中 的 各 多 项 式 
都 依次 同 秩 , 因 而 8, 都 周 秩 ， 如 所 和 欲 证 . 

从 这 一 引 理 可 得 下 面 的 引 理 ， 

引 理 1 如 果 一 个 升 列 的 序列 中 各 升 列 的 秩 逐 步 降低 ， 则 这 
一 序列 只 有 有 限 多 个 项 . 

设 有 一 组 非 0 多 项 式 的 非 空 集合 I= {Fah TZUAN 
升 列 .er 称 为 是 属于 3 的 , 如果. 中 的 每 一 多 项 式 都 属于 了 .因为 
每 一 单独 的 Fa Æ 0 都 构成 一 个 升 列 , 故 属 于 的 升 列 必然 存在 . 
在 所 有 属于 的 升 列 所 构成 的 集合 中 ， 任 一 极 小 升 列 都 称 为 了 的 
一 个 基 列 . 

下 面 的 引 理 指 出 了 基 列 的 存在 并 给 出 了 构造 性 的 作法 。 

引 理 2 设 Z 是 一 个 由 有 限 多 个 非 0 多 项 式 所 成 的 集合 ， 则 
3 必 有 基 列 ,上 且 有 机 械 算 法 可 在 有 限 步 内 作出 这 样 一 个 基 列 ， 

证 KEREKE., IINFENRTIR. ARET 
给 出 一 个 作 基 列 的 机 械 方 法 . 

为 此 先 在 了 二 3 中 找 出 有 最 低 秩 的 多 项 式 A, 显然 这 可 
通过 机 械 的 方法 找 出 . 知 类 (A,) = l, pi A, 即 构成 一 基 列 . 设 
类 (41) > 0, 逐 一 检查 PR A 以 外 的 多 项 式 对 ARTEN 
化 。 若 已 不 再 有 这 样 对 A EBEAHENI SIR, WA 即 已 构成 一 基 
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列 。 否则 命 RE 中 除 A 以 外 已 对 A 约 化 的 多 项 式 的 集合 ， 
由 于 4, 的 选取 在 2 中 的 多 项 式 的 类 都 大 于 4 的 类 ， 今 命 4; 为 
2, 中 有 最 低 秩 的 多 项 式 . 若 53, 已 不 再 有 4; 以 外 对 4: 已 约 化 的 
多 项 式 , 则 A, 4: 即 已 构成 的 一 个 基 列 。 否 则 可 命 2; 为 5, 中 
除 4; 以 外 已 对 4; 约 化 的 多 项 式 的 集合 ， 并 在 其 中 取 一 最 低 秩 的 
多 项 式 A. 由 于 诸多 项 式 A, Ay As 等 的 类 将 逐步 增加 ,但 
不 能 大 于 N, 故 依 此 进行 ， 在 有 限 步 后 必 将 停止 而 得 一 基 列 。 如 
所 人 敏 证 ， | 
引 理 3 设 有 限 个 非 0 多 项 式 的 集合 三 有 一 基 列 
of -Ais 5 AÁ, 
且 类 (4) > 0, 又 8B 是 一 对 诸 4 都 已 约 化 的 非 0 多 项 式 . MR 
将 B 添 人 5 后 的 多 项 式 集 合 , 则 3 的 基 列 比 .ey 必 有 和 较 低 的 秩 ， 
证 若 类 (8) 一 0, 则 8 构成 NEN MARKT. 今 设 
X (B)=p> 0, ABH HAEE., HAFT, E p>% 
(Ai) PSR(A) ME p= RAN: BH r; 的 次 数 小 于 
A; 中 xs 的 次 数 ， 于 是 
As dd 

为 一 属于 2' 的 升 列 , 且 其 秩 低 于 .or。 故 2 的 基 列 应 有 低 于 ,ex 
的 秩 ， 如 所 欲 证 ， 

附注 “如 果 承 认 选 择 公理 , 则 以 上 几 个 引 理 都 可 推广 至 多 项 式 的 任意 无 限 集合 ,但 
这 与 本 书 的 矶 械 化 思 配 不 符 ? 故 以 上 引 理 的 叙述 都 局 限于 有 限 集 合 或 可 数 序列 ， 


今 设 
ef :dd A; 
是 一 升 列 ,如 前 ,而 类 (4) > 0, RX) = po 又 4 的 初 式 为 
Li WA 
I <p <pn<t<p 
且 对 每 一 i 有 
类 (1;) < p: 
1; 对 Ast» da BIE. 
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设 B 是 任 一 多 项 式 , 置 B= R n WER 对 .ex 中 自 4 起 至 
A, 依次 作 余 式 Rom， Ros 得 G: S 0): 
IR, = QA,+ Ri 
TaiR,, = Orid i Rı-a 


INR, = O41+ R, 
置 Ri = R, 即 得 
ITB = QA, + ee HOA, +R 
其 中 诸 9' 都 是 多 项 式 ， 这 里 刃 由 了 与 升 列 ,or 所 唯一 确定 ， 我 们 
称 尺 为 下 对 升 列 ,or 的 余 式 。 最 后 所 得 公式 则 称 为 余 式 公式 ， 

由 前 面 关 于 求 余 式 时 的 附注 可 知 ，R 中 任意 一 项 ， xb, 的 次 数 
都 小 于 4: E rp 的 次 数 , 即 尺 对 ,xy 中 的 每 一 多 项 式 4; 都 已 约 化 . 
我 们 简称 RR 对 ,wy 已 约 化 ,并 称 从 B 与 .oy 得 余 式 RR 为 B 对 ,wf 的 约 
化 。 由 于 求 一 多 项 式 对 另 一 多 项 式 的 余 式 可 机 械 地 依据 除法 算法 
进行 , 故 有 下 面 的 引 理 ， 

引 理 4 设 多 项 式 B 与 升 询 .or ,其 中 第 一 项 的 类 大 于 0, 则 
有 一 算法 可 在 有 限 步 后 求 得 B 对 ,xy 的 余 式 R。 记 .ey 中 第 i 项 为 
Ai 其 类 为 pio MRAR PERHE rp 的 次 数 都 小 于 AH rp 

在 引进 了 有 关 多 项 式 的 许多 概念 TR AN IE SIE, 
RARI EISS ,并 证 明了 若干 简单 引 理 之 后 ,我 们 将 进 人 本 
TIER: 多 项 式 组 的 零点 概念 与 整 序 方法 . 

为 此 , 试 考虑 任 一 多 项 式 R。 设 数 域 必 中 有 一 组 数 

Hy 
UZIA FERRI tsita ttes 205 an 后 使 一 0, 则 这 一 组 数 
作为 线性 空间 K*** 中 的 一 个 点 时 , 称 为 F 的 一 个 零点 或 方程 F= 
0 的 一 个 解 ,者 诸 u, 都 是 K 的 基 一 扩 域 民 中 的 数 ， 而 代入 五 仍 
能 使 F 一 0, 则 这 一 组 数 作 为 长 上 线性 空间 Kern 中 的 点 时 , 称 为 
的 一 个 扩充 零点 ， 或 方程 F 一 04 的 一 个 扩充 解 .车 需 指 明 特 殊 
HIR K, 则 称 为 F 的 区 零点 或 F = 0 的 K 解 . 
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设 一 多 项 式 的 集合 3， 若 上 述 数组 是 3 中 每 一 多 项 式 正 的 零 
点 (或 扩充 零点 ,长 零点 ), 则 该 数组 作为 一 个 点 , 称 为 了 的 一 个 零点 
(或 扩充 零点 民 零 点 ) ,或 方程 组 F= 0，Fe 3 的 解 ,简称 为 2 一 
0 的 解 (或 扩充 解 KR). 

今 设 一 由 有 限 多 个 非 0 多 项 式 所 组 成 的 集合 I= 马 , 依 引 理 
2, 5, 有 一 基 列 B,。 若 9, 为 矛盾 列 , 即 2 只 有 一 项 4,, 其 类 为 0 
时 , ARTS. 0, 为 非 矛 盾 列 , 即 @, 的 第 一 项 的 类 大 于 0. 今 
对 2, 中 有 在 @, 以 外 的 多 项 式 B 作 对 @ 的 余 式 Rs。 EAO 
的 Ra, 则 添 信 2, 得 一 非 0 多 项 式 的 有 限 集合 3,。 由 余 式 公式 每 
一 Rs 都 是 O 中 的 多 项 式 与 B 的 线性 和 ,和 中 每 一 项 的 系数 都 是 
多 项 式 , 因 而 马 与 有 相同 的 零点 集 ,也 有 相同 的 扩充 零点 集 与 
任意 扩 域 发 的 长 零点 集 ， 今 依 引 理 3，5, 的 基 列 8; 的 秩 将 低 于 
D. H 9; 是 矛盾 列 , 则 OD, 只 有 一 项 4, 其 类 为 0。 此 时 由 作法 4 
属于 2, 而 为 23 中 多 项 式 的 线 伺 和 ， 和 中 各 项 的 系数 都 是 多 项 
式 。 若 @, 非 矛 盾 列 , 则 可 如 前 继续 进行 。 于 是 或 则 在 有 限 步 后 得 
一 矛盾 列 ,或 则 得 一 组 有 限 集 

ZCC. CC 
诸 集 2 都 有 相同 的 零点 集 (扩充 零点 集 ， 民 零点 集 ), 且 其 相应 的 
非 矛 盾 基 列 O; 的 秩 逐 步 降低 : 
由，， 有 0 

由 引 理 1, 这 样 的 序列 只 能 有 有 限 多 个 项 。 换 言 之 , 若 最 后 一 个 多 
项 式 的 有 限 集 为 5, 而 O, 为 其 相应 的 基 列 , 则 2, 中 任 一 在 8 外 
的 多 项 式 对 @ 的 余 式 都 是 0。 

今 设 $4 为 

®,: Fi ，P F, 

Hpi F 或 本 来 属于 Oo 或 为 I 中 某 一 多 项 式 对 D, 
非 0 余 式 , 因而 依 余 式 公式 是 O, 中 多 项 式 的 线性 和 ， 和 中 每 项 
的 系数 都 是 多 项 式 ， 由 此 知 2, 的 任 一 零点 ,因而 了 的 任 一 零点 
都 是 D, 的 零点 . 

另 一 方面 , 命 gs 中 各 项 的 初 式 为 hotet 1,。 由 作法 知 对 Se 
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中 任意 多 项 式 G, 都 有 非 负 整 数 > 0, 使 
I e IG 一 OF 十 -… +0,F, | 

所 以 任 一 2。 MHEAHRFTREE-AIR 1:1, 为 0， 即 也 是 2 
的 零点 ， 因 而 也 是 了 一 3 的 零点 。 显 然 这 对 扩充 零点 或 攻 零 点 
说 来 也 是 如 此 . 

简 记 9。 为 D, 综合 上 述 即 得 下 面 的 定理 . 

定理 “有 一 算法 使 对 任 一 有 限 多 个 非 0 多 项 式 所 成 的 集合 
3, 在 机 械 地 进行 有 限 步 之 后 ,或 得 一 类 为 0, 即 只 有 u. ;ze 的 
非 0 多 项 式 4, 使 上 的 任 一 零点 也 是 4 的 零点 ,或 得 一 非 了 矛盾 升 列 

Ø: Fitte, F, 

Is, 为 初 式 , 使 了 的 零点 都 是 8 的 零点 , 且 @ 的 零点 只 需 
不 使 任 一 初 式 L= 0, 即 也 是 2 的 零点 ， 对 于 扩充 零点 或 民 零点 
也 是 如 此 . 

我 们 将 称 从 了 到 多 的 这 一 机 械 方法 为 的 整 序 ， 并 称 上 述 定 
理 为 整 序 定理 . / 


4.4 ”代数 旋 的 构造 性 理论 
一 一 不 可 约 升 列 与 不 可 约 代数 艇 


我 们 将 沿用 上 节 的 符号 ,以 KK 表示 特征 为 0 的 基本 数 域 , 以 
et i | 

表示 排 成 一 定 次 序 的 变量 ， 而 略 去 变量 4,,*…*, we。 所 谓 多 项 式 ， 
若非 另 有 说 明 ERME K HAI rietta dy 的 多 项 式 , 即 KIr» 
rn 中 的 元 素 . 

有 限 多 个 非 "多项式 所 成 的 集合 简称 为 多 项 式 组 ， 将 两 个 多 
项 式 组 5 与 台中 的 多 项 式 合 在 一 起 所 得 的 多 项 式 组 简 记 为 如 十 
3,。 对 于 任意 多 项 式 F, G 等 ,> 十 {4F} HWY IHF, 3 十 
{F, G} 简 记 为 了 十 FF 十 G， 其 余 类 推 . 

任 一 多 项 式 组 了 定义 了 一 个 代数 位 , 记 为 1321, 以 2 为 其 定义 
集 . 设 两 个 多 项 式 组 DS I, MRS 的 任 一 扩充 零点 也 是 NN 
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扩充 零点 , 则 称 2 所 定义 的 代数 簇 为 3; 所 定义 代数 化 的 子 簇 , 记 
作 
2 一 0|3 或 131C1Z| 
EXA ILICI] MS, BAHRANTFRER UM 3, 与 2 
等 价 , 记 作 
zei || IE 
a 11Clz| 但 12.| 关 13,|， 即 
PAEJPA 
则 称 2, PERRA 3 所 定义 代数 簇 的 真子 入 
设 多 项 式 F， 如 果 多 项 式 组 袜 的 任 一 扩充 零点 都 是 丰 的 扩充 
零点 , 即 
{F} =0|5 或 |EICHF} 
E r Fol 
否则 记 作 
Fz 0|3 
Rk +1 个 多 项 式 组 3, 2, , RS D AA A TE 
H: 的 任 一 扩充 零点 至 少 都 是 Jotto u 中 某 一 个 3; 的 扩充 
零点 ,而 每 一 3; 的 任 一 扩充 零点 都 是 的 扩充 零 感 , 则 称 21,*……， 
ZEIT RRA nl, Il 是 131 的 一 个 分 
解 , 记 作 
|Z| = |5 U e Uzal >I) 
如 果 对 任意 b (El 与 13;| 的 和 (7 关 力 间 都 无 和 关系 , 则 称 这 样 
的 分 解 是 不 可 缩 的 ， 这 时 每 一 3; 所 定义 的 代数 簇 都 是 所 定义 
代数 簇 的 真子 簇 ,但 不 是 任意 其 它 3; 的 子 簇 . 
如 果 多 项 式 组 了 3 有 不 可 缩 的 分 解 , 则 卫 可 约 , 王 所 定义 的 代数 
簇 为 可 约 簇 .对 于 相反 的 情形 称 2 为 不 可 约 的 ,所 定义 的 代数 簇 为 
不 可 约 答 ,如果 上 述 不 可 缩 分 解 中 每 一 3; 都 是 不 可 约 的 , 则 称 这 
的 代数 入 为 了 或 其 代数 答 的 一 个 不 可 约 成 份 。 
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本 节 将 车 虑 代数 簇 或 多 项 式 组 可 约 与 否 的 问题 ， 而 在 下 节 将 
芳 虑 代数 簇 不 可 约 分 解 的 问题 。 下面 是 一 个 简单 的 代数 簇 不 可 约 
判定 . 

引 理 1 多 项 式 组 5 不 可 约 的 充 要 条 件 是 不 可 能 有 两 非 0 多 
项 式 G 与 已 ,使 

GH = 0|53 
但 
G0|5 Hz#0ls 
证 ## G, H 满足 以 上 诸 条 件 , 则 显 有 分 解 
131 = |Ss+GlU|IS+ Hl 

目 这 一 分 解 是 不 可 缩 的 , 故 互 可 约 . 

反之 , 设 卫 可 约 :， 而 

Z| = |5| U {2l 

是 5 的 一 个 不 可 缩 分 解 , 则 在 3, 中 必 有 一 多 项 式 P, 使 F #0] 
53,, 因 此 F, 尖 0|5， NEE 中 也 有 多 项 式 Fo 使 Fi A 0|2,, 
因此 R#bl>. 但 任 一 卫 的 扩充 零点 必 是 3 或 35, 的 扩充 零点 ， 
因而 是 FR Ff; 的 扩充 零点 ， 因 之 不 论 何 时 ， 任 一 的 扩充 零 后 
都 是 乘积 FF, 的 扩充 零点 ,或 FF; 一 0|13。 于 是 G= Fp HS 
F; 见 合 引 理 中 的 条 件 . 证 毕 ， 

我 们 将 给 出 一 个 多 项 式 组 5 或 其 所 定义 的 代数 簇 | | 为 不 可 
约 的 另 一 个 判定 .为 此 先 引 进 若 于 概念 如 次 . 

RSEKNERTRKSK,#FAKR LSK RES kK 
与 Kx 中 的 丽 个 点 E= Ed HER; Ela xy)， 
xi 6E KK'。 假设 这 两 点 具有 以 下 性 质 : 

对 于 任 一 KI x,, ..., xy] 中 的 多 项 式 F(x1,: “"s zn) 有 

是 五 的 扩充 零点 > 5 是 下 的 扩充 零点 。 换言之 、 只 需 
F(x1,*'*, Zn) == 0, 即 有 F(xs'' "> XN) 一 0。 

这 时 三 称 为 E KTE, 或 是 对 KK 的 一 个 子 点 ， 
或 纪 是 专 对 开 的 一 个 特定 化 ， 在 不 致 引起 误解 时 ， 对 蚊 两 字 将 
KE. 


e 167 。 


今 设 多 项 式 组 3 有 一 扩充 零点 二, 使 的 任 一 扩充 零点 都 是 
对 下 的 子 点 , 则 称 皇 是 多 项 式 组 卫 或 其 所 定义 代数 壬 131 的 一 个 

下 面 是 多 项 式 组 或 代数 簇 的 又 一 不 可 约 判 定 . 

引 理 2 多 项 式 组 5 或 其 所 定义 代数 簇 |3| 不 可 约 的 充 杰 条 
FELSEA. 

证 先 设 3 有 母 点 E= (eee, ia ER zT KR 
FRK. 今 设 G, H 是 任 两 Kin, xw] 中 的 多 项 式 , 使 GH 
一 013。 于 是 GCH) = 0， 因 而 CG) =0 3 HCE) 一 0. 
设 GCE) 一 0， 则 由 于 是 3 的 母 点 ， 故 对 5 的 任 一 扩充 零点 儿 
都 有 GC) 一 0 W G 一 0|3。 同样 在 HÉ) = 0 HA H= 0| 
3。 故 由 引 理 1 知 卫 不 可 约 . 

其 次 设 王 不 可 约 . 我 们 将 作出 一 的 母 点 如 次 ， 

对 任 两 多 项 式 F, G, 若 有 

F—G=0|3 
则 称 R，G 对 2 等 价 , 记 作 | 
F ~ GCF) 
于 是 多 项 式 可 分 成 等 价 类 .显然 ,者 
Fı> G, Fı ~ G,(5) 
BIE 
F, +F ~ GtG(5) 
FıFı ~ GG (3) 
故 对 卫 的 等 价 类 可 进行 加 、 减 与 乘 的 运算 ， 称 含 多 项 式 0 的 等 价 
类 为 零 类 , 记 作 0。 又 记 多 项 式 1 的 等 价 类 为 o. E— K 中 的 元 
Ra 可 恒 同 为 一 等 价 类 aw。 由 于 假设 3 为 不 可 约 的 , 故 依 引 理 1， 
任 两 等 价 类 o, 8 都 不 等 于 零 类 6 时 , ap 也 不 等 于 6， 事实 上 ,这 
些 等 价 类 构成 一 个 整 环 ,以 w 为 其 么 元 素 , 记 为 Rz， 

37578 Rs 的 商 域 ,换言之 , 即 所 有 L Ao 的 等 价 类 偶 或 简称 

偶 (a, 8) 在 等 价 关 系 
= (e, ~ (Y, 8)&>a8 = Br 
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下 的 等 价 类 的 全 体 ,其 中 加 \ 减 .乘除 等 运算 都 可 自然 地 定义 ， 特 
别 有 (Y, ô) + (9, w) 时 ， 

(æ, 8)/(r,8) ~ (ad, Pr) 
将 KK 中 任 一 元 素 a 恒 同 为 偶 (aw，w) 的 等 价 类 , 则 这 一 商 域 可 视 
为 K 的 一 个 扩 域 ， 我 们 记 这 一 扩 域 为 义 :。 又 Rs 中 任 一 元 素 4 
也 将 恒 同 为 K: HR (a, o) 的 等 价 类 . 

今 命 多 项 式 X; FE Rz 中 所 定义 的 等 价 类 为 Ei 又 命 偶 (#§;,w) 
ER: 所 定 的 等 价 类 仍 记 为 8。 于 是 Ë= (oet id) K= 
K: 上 线性 空间 Kr 上 的 一 个 点 ， 下 面 证 明 是 3 的 一 个 母 点 . 

首先 对 任 一 了 中 的 多 项 式 F= F(x1,*…, xw) 有 F 一 0|3， 
KFE R: 中 的 等 价 类 p 一 9， 显 然 在 Rs 中 ,因而 也 在 长 > 中 有 
p= Fiss En), HER FE 民 [x,,:…, xwn] 的 一 个 扩充 零 
A. 因 F 是 5 中 的 任意 多 项 式 , 故 是 3 的 一 个 扩充 零点 . 

今 设 G= Glans sm) 为 Kia, zn] 中 任 一 多 项 式 
而 以 为 扩充 零点 ,; 即 Gls En) 一 96， 则 Glan, xn) 属 
于 零 类 9, 即 G 一 0|3。 故 对 5 的 任 一 扩充 零点 5 有 CE) 一 
0, 即 

G(E) =0 > 6G(8)—0 
因 G 任意 , 故 任 一 3 的 扩充 零点 5 都 是 的 子 点 。 BEA EES 
的 一 个 母 点 ， 如 所 欲 证 . 

以 上 两 引 理 昌都 给 出 了 一 个 多 项 式 组 不 可 约 的 充 要 条 件 ， 但 
这 些 判 定 都 不 是 构造 性 的 而 是 抽象 存在 性 的 .给 定 一 多 项 式 组 3 
后 , 仅 攒 这 两 条 引 理 并 不 能 提供 可 以 在 有 限 步 后 确定 是 否 有 多 项 
式 G, H 满足 引 理 1 中 的 条 件 或 是 否 有 一 扩 域 代 以 及 民 * 中 的 一 
点 作为 的 母 点 的 方法 .为 了 本 书 主旨 一 一 机 械 化 证 明 的 需要 ， 
必须 有 一 种 机 械 的 方法 ， 足 以 在 有 限 步 之 后 确定 任 一 多 项 式 组 是 
否 不 可 约 , 而 在 可 约 时 ,又 足以 在 有 限 步 之 后 给 出 不 可 约 分 解 的 各 
个 不 可 约 成 份 来 ， 本 节 以 及 以 下 几 节 ， 我 们 将 给 出 这 样 的 机 械 方 
法 ,由 此 建立 代数 几何 的 构造 性 理论 . 

考虑 一 升 列 
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由 :dd 
其 中 A 的 类 为 pam 
D<Ip <pn< py 
我 们 将 符号 x 改 为 》 与 w， 记 为 
Xp, YI "93 Xon T Ys 
而 以 其 余 诸 x 依 原来 次 序 记 作 us, ua RE dm N—n 称 
为 升 列 @ 的 维 数 , 记 作 
d 一 dm 中 
这 时 名 中 诸多 项 式 4; 可 写成 以 下 形式 : 
A, Coy + Cuyt + er + + Cim, 
®: Ay Coy? + Cy tt Cm 
An = Coyar 十 Cnyrr tt Cam 
其 中 诸 Cw #0 RIA BIR. 又 每 一 CH BEA KA RANE 
Un", Has Yis" Yim 的 多 项 式 ， 且 4; 对 Ass, Am 都 已 约 
化 ;因而 Ci P yirt to yia KRENT ms mi. RITES 
需要 解决 的 问题 是 给 出 2 可 作为 一 不 可 约 多 项 式 组 的 基 列 的 条 
件 . 

为 此 设 升 列 和 有 以 下 性 质 : 

KRA uote ua 后 的 超越 扩 域 (ws,……, wa) AK, N 
AEK in] 中 不 可 约 . | 

WK RA 4 一 0 的 一 个 扩充 零 操 后 所 得 的 代数 扩 域 为 
Ka)=K, M 4; 在 以 7h 代 yi 后 所 得 的 多 项 式 4, 在 Kip] 
中 不 可 约 ， 

WK RA 4,; 一 0 的 一 个 扩充 零点 m 后 所 得 的 代数 扩 域 为 
K,(n) -= K, 则 A; 在 以 N: 代 Yis M 代 Y2 后 所 得 多 项 式 A; 在 
| Kl; HART. 

假设 按 上 述 方式 依次 进行 ， 可 以 逐次 得 代数 扩 域 KK; 一 Ki 
Cn) A ,0m A A; R yite tyi MIRE Kly] 中 不 可 约 
的 多 项 式 4;, 以 及 4; 一 0 的 一 个 扩充 零点 ni =l, 2,00, 
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在 以 上 这 些 假 设 下 ， 称 升 列 @ 不 可 约 ， 由 本 章 第 2 市 可 知 ， 
依据 一 机 械 方法 在 有 限 步 后 可 确定 8 是 否 不 可 约 . 

设 @ 不 可 约 而 满足 以 上 条 件 , M us n 都 是 K-K, 中 的 数 ， 
而 数组 让 一 (zs M) TR K = K 中 的 
一 个 点 ， 称 之 为 @ 的 一 个 母 点 ， 革 称 为 @ 的 一 个 母 域 . 

下 面 的 引 理 是 颇 为 重要 的 . 

引 理 3 者 升 列 有 不 可 约 ， 

F= Custa Uas Ms”? Na) 

为 8 的 一 个 母 点 , 则 任 一 多 项 式 FE Kiu,***, was 入 yo] 对 
9 的 余 式 尺 恒 等 于 0 的 充 要 条 件 为 ， 站 是 下 的 一 个 扩充 零 扣 ， 

证 记 人 中 首 名 个 多 项 式 所 成 升 列 为 

Pr: Ars A Ak (I<SX<n) 
又 记 K’ > K bÆ u, un yo ya 相当 的 4 HRER 
性 空间 ,其 余 类 推 , 则 OD, 不 可 约 , 且 
让 Se (us***, Ud» Mist’ * o Ne) 

作为 Ket 中 的 一 个 点 时 是 9 AER. K 为 Bi 的 母 域 ， 

我 们 采用 对 《的 归纳 证 明 以 下 两 个 断言 : 

2 i 不 是 Cro I REA. 

28 Æ Rre Klims,- Was ya yil X Pr EE, M fr 
是 R BP EEA R 恒 等 于 0. 

由 于 Crkt E Kiu, ***3 Had Yıy' "ss ya] 对 9x 已 约 化 ER 
ET, 故 18+ 可 从 28 得 出 ， 

今 设 2%-, 成 立 , 而 Ri 符合 28 中 的 条 件 . 将 RER NZ 
项 式 
| Ri = Syk + Sy 二 +5, 
其 中 Si€ Klute, uas Yis "ol Mr<m. 将 3 中 的 
yk 代 以 四， Mans 记 所 得 为 $; € K,- IC 

Re = Soy + Siyi tr t S, E Kil yal 

则 由 假设 , m Æ 有 一 0 的 扩充 解 . BF r< m m Ki 
中 不 可 约 多 项 式 A 的 扩充 零点 , 故 fi 必须 恒 等 于 0 而 有 $。 二 0， 
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... 和 ,一 0. 由 于 Ri 已 对 Bi 约 化 , 故 每 一 8; 都 已 对 Dr 约 化 ， 
因而 依 归纳 假设 2, 知 5; = 0, Re 一 0, 即 2% 成 立 , 因此 1a 
也 成 立 。 由 于 这 一 证 明 也 适用 于 2?, 而 1? EDER ik 12,2 已 
WEE, k = 1,.……, n, 

至 此 易 证 引 理 3 如 次 . 设 F 对 O, = ORAN R, MER 
式 公 式 有 s >00 与 多 项 式 0; 使 

Ch -CaF=0,A +" HOA tR 

3 R = 0, WA j EA 4: 的 扩充 零点 , 但 依 1? JE Cr 的 扩充 零 
点 : 故 由 上 式 了 必 为 王 的 扩充 霉 点 .反之 若 # 是 五 的 扩充 零点 , 则 
仍 由 上 式 所 是 尺 的 扩充 零 氮 而 由 22 MA R 一 0。 证 毕 ， 

引 理 4 如 前 , 设 不 可 约 升 列 

Bi:As, 4 ,As 
SER 
并 一 《zl 005 iat? t’ Nn) 
若 多 项 式 FEeKlu, ett, uas yist Yal 对 和 的 余 式 不 等 于 0， 
则 在 Klaus tt, uas yi yn]」 中 必 有 多 项 式 G 与 0;, i 一 1， 
e.. A, 使 
GF — (09,Aı + "+ Ordn) E Klu,;''', ual 
HE 
G(5) #0 

证 ”我们 采用 对 名 的 归纳 证 明 下 述 论 断 (TW),、 引 理 本 身 则 相 
当 于 有 一 2 的 情形 . 

(Ti) 设 FE Klu,,‘'--, ua, Yis” ”> yg] 对 

By: Ars 4 Ak 
的 余 式 不 等 于 0, 则 必 有 Grs Qini=l;RheKlu, va 
yy 使 
GEk — (Ondi # -4° + OmAr)E Klu, :*- ,ua] 
且 使 
Glir) #0 
HTF k = 0 的 情形 是 不 足 道 的 . Sit k <n fi (T) 已 成 立 ， 
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WHE (Tir) 如 次 ， 
由 于 Aim 的 初 式 La 显然 全 于 (Th 的 条 件 , 改 由 归纳 假设 
有 Hi , Riit" ., R€ Kf u,’ >, ua Yıs' ， yzl 使 
Hila — (Rudi t e + Rudı)eE Kla,**-.usl 
且 使 
HC) 一 Hrn) 天 0 
今 设 Fri € K [us "**s Hds Vi Yırı] 对 Pgri 的 余 式 不 
等 于 0, 因此 由 引 理 3 Fun) #0, SE Fin 与 Arn 作为 
yen 的 多 项 式 对 yen 作 结 式 ， 即 得 多 项 式 Urns Vint Kims, 
er ijs Yisa Yey] 与 Fr € K [utt u ystee yh], 使 
UrinFran 十 了 AR = Fr Kin,” **s Ugs 3 y] 
其 中 U an 对 Yk+i 的 次 数 小 于 Aky 对 Yit 的 次 数 Mitis Vr 对 
Yk+ı 的 次 数 小 于 Fın 对 NEI 的 次 数 ， 命 以 Pis” "s Mk 代 Yis 
-ts Yk 时 ,从 U iti 等 所 得 Yırı 的 多 项 式 为 Uin 等 € Kılyın]» 
则 从 上 式 得 
Uk + Yından = Fi 
HT Ars 为 Ki[ yrn] 中 的 不 可 约 多 项 式 ， 而 Atem) =), 
Far (NH) = Frl ikt) Æ 0， 故 Fin 与 Ark 不 能 有 Yet 的 公 
KATMA Fr #0, R Fel) =F irn) #0. A Ari) 
一 0; 因 而 Urli) #0. 
从 Fl) 天 0 依据 引 理 3 A, Fe 对 Bi 的 余 式 不 等 于 0. 因 
而 由 归纳 假设 有 Grs On’ One Klums’ s trs yo yal 
满足 (To) 中 的 关系 式 : 
GF — (QnA 十 十 Quad E Kia, ug] 
H 
GH) = Grt) Æ 0 
今 置 
Gyr 一 COAL A+i 
Ortis = Or" Orok = Okk 
Okrrikti = — GY kr 
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则 有 

Gyr» Ga t'o’ OÖyrıksı € Kiu, “ty Uds Yın'"*'> Yiri] 

GrriF rti — (Orns + Ortitid kt) € Kiu, tta ua] 
以 及 
Gl) = RNIT rer Fr) # 0 

(Ten) 成 立 而 引 理 得 证 . 

设 不 可 约 升 列 8 如 新 、 命 @ 为 所 有 Kluse stas Yır“**>Yu] 
中 对 @ 的 余 式 为 0 的 多 项 式 的 集合 . 依据 引 理 3, 这 一 集合 显然 
成 一 模 (module). H Hilbert 有 限 基 定 理 ， 在 0 中 必 可 选取 有 限 
多 个 多 项 式 ， 使 8 的 任 一 其 它 多 项 式 都 是 这 有 限 多 个 多 项 式 的 线 
性 和 ， 和 式 中 每 一 项 的 系数 都 是 多 项 式 ， 我 们 不 妨 把 @ 中 的 A, 
-eeo An 都 加 入 这 些 有 限 多 个 多 项 式 中 ,并 记 其 所 构成 的 多 项 式 组 
为 Ce。 由 于 引 理 3, 这 一 多 项 式 组 显然 以 @ 为 它 的 一 个 基 列 ， 又 
以 下 为 它 的 一 个 扩充 零点 。 今 设 有 一 多 项 式 G 以 站 为 它 的 一 个 扩 
充 零 点 ， 则 据 引 理 3 C 对 8 的 余 式 为 0, 故 由 860 的 作法 G 可 表 为 
Qs 中 多 项 式 的 线性 和 ,因而 G= 01%. 由 此 知 Qo 的 任 一 扩充 零 
点 都 是 站 的 子 点 ,因而 2e 是 一 不 可 约 多 项 式 组 , 且 以 条 为 它 的 一 
TER. | 

这 一 从 不 可 约 升 列 @ 获得 不 可 约 多 项 式 组 2o 的 证 明 是 根据 
Hilbert 的 有 限 基 定 理 . 由 于 @ 是 一 个 超 穷 集合 , 因而 证 明 须 依赖 
选择 公理 , 且 只 能 证 明 86 的 存在 .但 实际 上 我 们 可 用 一 机 械 方 法 
把 这 样 一 个 由 有 限 多 个 多 项 式 所 组 成 的 组 2e 在 有 限 步 内 具体 地 
构造 出 来 . 换言之 ,有 下 面 的 定理 . 

定理 ”有 一 机 械 方法 使 对 任 一 不 可 约 升 列 多 可 在 有 限 步 后 作 
出 一 由 有 限 多 个 包括 @ 中 多 项 式 在 内 的 不 可 约 多 项 式 组 86, 使 2。 
以 @ 为 基 列 ,并 以 8 的 母 点 为 Qo 的 母 点 。 

这 一 定理 的 证 明 并 不 简单 . 由 于 在 本 书 以 后 的 应 用 中 只 需 知 
道 86 的 存在 ， 而 这 已 由 存在 性 的 Hilbert 有 限 基 定理 作为 保证 ， 
故我 们 只 进行 这 一 定理 的 叙述 ,而 将 证 明 略 去 . 
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4.5 代数 禾 的 构造 性 理论 一 一 代数 做 的 不 可 约 分 解 


本 节 将 提出 一 个 机 械 方 法 ,使 得 在 有 限 步 内 将 任 一 多 项 式 组 
分 解 成 不 可 约 多 项 式 组 . 

我 们 次 用 上 币 的 符号 ,以 上 表示 基本 数 域 , a an 表示 
排 成 一 定 次 序 的 变量 。 多 项 式 在 未 明确 表示 时 , 是 指 Klo,» 
xj] 中 的 多 项 式 ， 磊 

由 :dd Ay 
是 一 升 列 ,其 类 p; 有 关系 
OL pL Lp 
则 如 上 节 将 改 记 x* 为 gw， y， 并 改变 次 序 为 
ue ua rd Y 
其 中 ya 4 一 N nm; AE kA pi 的 xr 如 前 设 
Ai = Ciyri + Cay >er t Cm 
其 中 C;eKlus >*t tas yo yi Cao 天 0 为 4 的 初 式 ， 
将 改 记 为 
l; = CoE 和 [zw 
今 设 @ 不 可 约 ,以 
g— (uis***, uds Tist’ Nn) 
为 一 母 点 , 其 中 诸 1; 的 意义 同上 节 。 依 上 节 定 理 ， 有 一 不 可 约 多 
项 式 组 2e 以 2@ 为 基 列 , 以 站 为 母 点 ， 且 Qo 可 依 一 机 械 方法 从 @ 
作出 。 因 而 多 不 可 约 为 多 可 作为 一 不 可 约 多 项 式 组 (o) NEN 
的 一 个 充 份 条 件 。 对 此 可 作 下 述 补充 : 

引 理 1 设 多 项 式 组 4 的 基 列 @ 不 可 约 ,@ 中 各 项 4 的 类 都 
大 于 0, 而 初 式 为 1, i 一 1,"…,n。 又 设 A 中 任 一 多 项 式 对 人 台 的 
余 式 都 是 0, 则 4 有 一 分 解 

[Al = [2 UIA+HZIU---UlA+7,]| 
其 中 2e 或 其 代数 往 |O) AAN. 
证 对 2 的 余 式 为 0 的 侍 一 多 项 式 特 别 是 4 中 的 任 一 多 项 式 
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GRE >05 Q: E Kiut», Uds Yıs“""Ynl 使 
fia e e JG 一 0,4, +" + 0,4. 
RET G 必 是 Ge 中 多 项 式 的 线性 和 ， 故 96 的 任 一 扩充 零 扩 都 是 
G, 因此 是 A 的 扩充 零点 ， 反 之 对 4 的 任 一 扩充 零点 ,作为 诸 4; 的 
扩充 零点 , 依 上 式 必 为 任 一 G 或 某 一 工 的 扩充 零点 , 即 为 06 RE 
一 4 十 1; 的 扩充 零点 。 故 有 引 理 中 的 分 解 . 
引 理 2 设 4, 0 如 引 理 1， 且 已 知 多 项 式 组 4 不 可 约 
则 | 
AO |Al = |] 
证 命中 各 项 的 初 式 为 Li= l1, ,n, NDR 
A+ LIU |A +I, | = IA 1...1,| 
因此 引 理 1 中 的 分 解 可 简写 为 
|A| = [2| UlA+1,---1,| 
因 @ 的 母 点 也 是 Qo 的 母 点 不 能 是 I 的 扩充 零 氮 , 故 
|O EIA + .1,| 
若 4 有 扩充 零点 , 且 非 9e 的 扩充 零点 , 因而 为 Athel, 的 扩 
充 零 点 ,将 有 
CESA ALALA 
而 14| A -RTA R5 ARE R RRE, A |ALC IM]. 
反之 有 18&oiClI4|， 改 得 14| = 19。|。 如 所 欲 证 ， 
RBB FO 如 前 ,但 @ 非 不 可 约 的 情形 。 这 时 应 有 一 6， 
使 
®,-1:4ı> A;,***， Arı 
不 可 约 , 且 以 
Ik- ™ Cus- **3 Hds Nı»"""> Nk-1) 
为 一 母 点 ， 但 A 中 在 以 no ma R yot to a 后 所 得 多 
项 式 A 在 KKi_s[y4] 中 可 约 ， 这 里 Ki = Klns'' sm). U 
Ar 在 Kra[yx] 中 的 不 可 约 因子 分 解 为 
Ar 一 gega 
其 中 gj; € Kly 不 可 约 , 而 4 之 2。 因 g; hië y MRDA 
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都 是 Ki- 中 的 元 系 而 可 表示 为 两 个 ws tas mso na 的 
多 项 式 之 商 , 故 经 通 分 后 可 得 一 式 
DA, = G, G, 

其 中 DeKlu; Was Yis tts ykals GEK] us °°*> uas 
Yis” ,yx] ,I D, G; 为 将 D,G; 中 Yıs"""» Yak-ı 代 以 215°" "9R-ı 
后 所 得 Yk 的 多 项 式 eK;_,lyı]. RERTEREDEFEN Pr | 
已 经 约 化 . 同样 也 不 妨 假定 G 已 经 对 O: 约 化 ， 

今 将 多 项 式 G1…… Gs 一 DAi 按 yi IERRA RA 


Ci Ca 一 DA, = 2 Biyk 


其 中 B;eKlu,--*, tas Yis tta Yale MA mattea nga 代入 
B; 中 Yis """» Ya-ı 所 得 K, = Kms' , 1k) 中 的 数 为 bi,» 
则 由 于 DA 一 Go G W h= 0 换言之 ， 每 一 B; 都 以 
in 为 一 扩充 零点 , 故 依 上 节 引 理 3 证 明 中 所 示 , 每 一 B; 对 不 可 
约 升 列 Di 的 余 式 都 为 0， 由 有 非 负 整数 Sja’ t ta Sjak- 与 多 项 
IN OueKlu,-*, tas Yis” Yr- ilo 使 (Co = 1;) 


Be TE B; = Y) Qaid 
i=1 
fr s = Max(sn)， 即 得 
1 


k-1 
lie ee Ik! CG, 一 DA = > 0,4; 


i=1 


或 
k 
Iie e TET G ee Ga = > Q;4i 
i=1 


其 中 0; 都 是 was Yıs“ "> Yr 的 多 项 式 。 

从 上 式 容易 得 出 下 面 的 引 理 : 

引 理 3 设 多 项 式 组 4 的 基 列 为 BP, 中 各 项 4; 的 类 都 大 于 
0, 初 式 为 ,i 一 1,'…,n。 Niko RA k EDRR! 
项 所 成 升 列 Dr- 不 可 约 , 以 fe E Kri 为 母 点 ,而 第 名 项 A 在 
以 a 代 其 中 相应 变量 后 所 得 多 项 式 可 约 ， 从 不 可 约 分 解 得 多 项 
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A Gott Ga’ 则 有 一 分 解 
|Al=JA+1|U-- UȚTA + Ikl 
UJA + GIU- -UJA + G,| 
证 上 式 右 端 任 一 A 十 1; 或 4 十 G; 的 扩充 零点 都 是 A 的 
扩充 零点 ， 反 之 , 4 的 任 一 扩充 零点 应 是 诸 4; 的 扩充 零点 。 因 而 
依 引 理 前 面 的 一 式 必 是 某 一 1; 或 某 一 G; 的 扩充 零点 , 也 即 是 某 
一 4 十 或 某 一 4 十 G; 的 扩充 零点 。 由 此 即 得 分 解 式 . 
引 理 4 设 多 项 式 组 4 以 @ 为 基 列 ， 如 引 理 1 或 3 所 示 。 则 
在 引 理 1 或 2 的 |4| 的 分 解 式 中 ; 右 端 出 现 的 任 一 多 项 式 组 A 十 1; 
或 A 十 G; 的 基 列 比 @B 都 有 较 低 的 秩 ， 
证 由 于 7 显然 已 对 @ 约 化 , 又 诸 Gj; 已 假定 对 9, 因而 对 人 9 
约 化 , 故 本 引 理 可 直接 从 4.3 节 的 引 理 3 得 出 . 
引 理 5 设 多 项 式 组 A 不 可 约 ， 并 以 不 可 约 的 升 列 8 为 其 基 
列 ， 又 设 多 项 式 组 4, 4 中 每 一 多 项 式 对 和 的 余 式 为 0, N 
Aiu Jæ i= 14'| 
即 分 解 141U14 可 缩 ， 
证 由 引 理 2 有 18o| 一 14|。 按 假设 , 4 中 的 任 一 多 项 式 
G' 对 @ 的 余 式 为 0, 夏 由 上 节 引 理 3, G' 以 @ 的 母 点 即 Qo 的 母 点 
为 扩充 零点 ,因而 G 二 019。。 由 此 得 4' 一 0|9s RI CIA|, 
亦 即 14|1C1A'|， 故 引 理 成 立 ， 
依据 以 上 诸 引 理 以 及 4.3 和 4.4 节 即 可 得 出 将 任 一 多 项 式 组 
作出 不 可 缩 的 不 可 约 分 解 的 机 械 方 法 如 次 ， 
设 给 定 的 多 项 式 组 为 3。 依据 4.3 节 的 整 序 定 理 ， 可 依 机 械 
方法 逐次 扩充 3, 以 得 一 多 项 式 组 的 递增 序列 
了 一 了 CEIC.CZ 一 4 
使 各 多 项 式 组 都 互相 等 价 , 即 
S=5 >S =Ah 
此 时 出 现 两 种 情形 ， 一 是 在 某 一 步 时 4 成 为 一 矛盾 组 即 其 基 列 只 
有 一 项 为 民 中 的 不 等 于 0 的 数 ， 这 时 本身 为 矛盾 组 即 无 扩充 零 
点 可 言 。 故 只 需 考虑 男 一 情形 。 这 时 4 有 一 基 列 
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Ø: Ai Ars'"'5 An 
以 11,… ,1 为 初 式 ，41 的 类 大 于 0， 并 具有 以 下 性 质 : 4 中 任 
一 多 项 式 对 @ 的 余 式 都 等 于 0, 了 的 任 一 扩充 零点 都 是 @ 的 扩充 
零点 , 而 6 的 任 一 扩充 零点 只 需 不 是 任 一 初 式 产 的 扩充 零 反 ， 寻 
也 是 2 的 扩充 零 后， 
今 依 4.2 节 中 的 机 械 方法 可 以 检查 8 是 否 可 约 , ME A ER 
步 扩充 的 数 域 KK;_, 中 是 否 可 约 ， 此 时 可 有 两 种 情形 . 
在 第 一 种 情形 中 人 B 不 可 约 。 这 时 依 引 理 1 有 分 解 
lAl = 19 UIA+FI|U.-UIA+ NZ, 
其 中 已 知 Qo 不 可 约 , 而 诸 4 十 1; 都 有 秩 较 4 为 低 的 基 列 。 今 对 
每 一 4 十 1; 可 作为 一 新 的 多 项 式 组 了 而 如 前 重新 开始 ， 
在 第 二 种 情形 中 人 @ 可 约 。 这 时 依 引 理 3 有 分 解 
[IA4|=|1A4+ LJU UJA ++ Iml 
UIA GIU:..UIA+ Gl| 
其 中 任 一 4 十 1; 或 4 十 G 都 有 秩 较 A 为 低 的 基 列 ,于 是 可 对 每 
一 AT+1 或 4+ Ci 作为 新 的 多 项 式 组 而 如 前 重新 开始 ， 
不 论 何 种 情形 , 试 将 每 一 A 十 I; 或 4 十 G; 逐一 作为 新 多 项 
AHA 3 而 如 前 进行 ,得 序列 
5 = 5 a ar Bo A 
人 4 的 基 列 系 由 一 不 等 于 0 的 下 中 的 数 所 构成 时 ,可 将 JA 也 即 原 
来 的 14 士 71 或 14+Gil 从 分 解 式 中 除去 . 对 于 相反 情形 |4 | 
将 分 解 为 若干 个 具有 基 列 的 秩 较 前 为 低 的 多 项 式 组 的 代数 簇 ， 或 
除 此 外 还 另 有 一 以 不 可 约 升 列 O 作为 基 列 的 不 可 约 多 项 式 组 
Qy. 可 依 引 理 5 检查 是 否 9o 可 从 分 解 中 除去 或 在 以 后 的 分 解 
中 继续 保留 。 这 样 我 们 获得 了 |A|, EN IE. Hk 
已 出 现 若 干 个 不 可 约 多 项 式 组 Qe, Qor 以 及 若干 个 4 十 7 R 
A +G 一 类 的 多 项 式 组 。 对 于 后 者 可 进一步 分 解 。 
由 于 每 一 次 需要 进一步 分 解 的 A 十 1 或 4 十 G' 都 有 秩 较 
前 为 低 的 基 列 ;, 故 由 4.3 节 的 引 理 1 或 引 理 1, 这 种 分 解 在 有 限 步 
后 必然 停止 ， 因 此 在 有 限 步 后 必 可 得 一 分 解 如 下 : 
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IE] = [23| U \Qo, [U U |2] 

其 中 0, 都 是 不 可 约 升 列 ，Qe， 为 依 4.4 节 定 理 所 确 定 的 不 可 约 多 
MAHA. 

依据 上 面 的 作法 ,每 一 |Qe,| 都 不 能 己 以 后 出 现 的 |8o,[ ,7 >i 
中 ,但 不 能 保证 基 一 | Qs,1 可 己 前面 出 现 的 某 一 |8s |, 71 二 i 中 .这 
是 因为 在 作法 中 每 次 应 用 44 节 的 定理 时 , 实际 上 只 要 求 对 DA 
Qo, 存在 这 一 事实 。 如果 我 们 假定 该 定理 的 全 部 ， 即 由 9 可 具体 
作出 Qo 的 多 项 式 时 ,就 可 应 用 引 理 5 检查 是 否 某 一 |19,| CH 
一 个 1961, 7 过 i 中 ,而 可 从 上 面 分 解 式 中 收缩 挥 . 因此 在 4.4 市 
中 定理 的 作法 给 出 的 情形 下 , 即 可 获得 | 了 | 的 一 个 不 可 缩 的 不 可 
约 分 解 。 总线 起 来 , 即 有 下 述 定 理 ， 

定理 ”有 一 机 械 方 法 可 在 有 限 步 之 后 对 任 一 多 项 式 组 2 得 一 
不 可 缩 的 不 可 约 分 解 

IS] = |Qv |U- U [Qy,l 

Epi — y, 都 是 Qr 的 不 可 约 基 列 ， 

在 机 器 证 明 的 具体 应 用 中 , 事实 上 不 必 将 Z| 分 解 到 不 可 缩 
的 程度 ， 而 只 需 进 行 到 前 面 那 种 或 许 是 可 缩 的 分 解 即 已 足够 。 A 
而 4.4 节 中 的 定理 对 我 们 的 应 用 来 说 只 需 知道 它 的 存在 部 份 即 
可 。 


4.6 代数 簇 的 构造 性 理论 一 一 维 数 概念 与 维 数 定理 


仍 设 特 征 为 0 的 基本 数 域 人 与 变量 
xi Karr San 
如 前 。 设 王 是 一 不 可 约 多 项 式 组 , 则 在 将 x; 改变 符号 并 重新 排列 
为 
mK Ruy NY (n td =N) 

后 ,的 基 列 

由 :dd An 
具有 以 下 性 质 : 
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Ai = City + ere + Cin; | 
其 中 Ci;€ K[w,, "sg Hds Yis?” "s yi-1]， K, 一 K(u, e.t} us)» 
K, = K_.(n); A; 中 以 Mis”? ts Ni-a 代 Yis """yi-ı 后 所 得 多 项 
式 A E Kaly] 中 不 可 约 , 洒 为 元 一 0 的 扩充 解 。 如 前 
ñ 一 (119°'*, ta, ttt’ Nn) 
称 为 不 可 约 升 列 B 的 一 个 母 点 , d 称 为 @ 的 维 数 , 记 作 
d = dim ® 

在 了 与 @ 间 有 以 下 关系 .@ 是 卫 的 基 列 ,而 卫 等 价 于 从 @ 依 一 
机 械 作法 定义 的 不 可 约 多 项 式 组 9o:3 ~ Qo 或 13| = 19o| . 恢 
复 x, y 的 原来 符号 * 并 依 原 来 排列 而 将 有 改 为 二 一 (Et En) 
(括号 中 排列 次 序 在 两 种 符号 中 有 所 不 同 ,但 不 应 引起 混淆 ), 则 Ë 
为 不 可 约 代数 往 |2| 的 一 个 母 点 .又 对 任 一 多 项 式 F EK [x,,……， 
rn], 以 下 诸 条 件 等 价 : 

1. F =— 0|53, 

2. F 一 0 以 为 扩充 解 . 

3. F 对 人 @ 的 余 式 为 0， 

4. F 为 9。 中 多 项 式 的 线性 和 ， 和 中 每 一 项 的 系数 都 是 
Kir, ..,. xy] 中 的 多 项 式 ， 

这 些 性 质 都 已 在 前 面 几 节 中 证 明 过 ， 现 再 补充 另 一 性 质 。 为 
此 称 KK 的 一 个 扩 域 民 对 KK 的 超越 度 为 d, mR KATAK 
数 无 关 , 而 多 中 任意 4 + 1 个 数 都 对 区 代数 相关 , 即 4 为 长 中 对 KK 
代数 无 关 的 数 的 最 小 个 数 。 这 里 代数 无 关 则 如 下 定义 : 长 中 。 个 
数 Tis tta Te 称 为 对 K 代数 无 关 ， 如 果 对 任 一 非 0 多 项 式 
potto te) e Kiz, ttt, tel, BE fr’ sr) £0. 

如 前 ， ERA PARA E 一 (6 En) 或 7 一 (> Yan 
m ton) 添 人 开 所 得 扩 域 

K = Klus* tas 人 Ma) = KCE, ttt, En) 

X PPR. WA K Æ K, 一 Klus tty u) 的 代数 扩张 而 K 
对 政 的 超越 度 显 为 a, 故 由 数 域 代数 扩张 的 一 般 理论 有 下 面 的 引 
JE; 
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引 理 1 设 不 可 约 升 列 @ 的 母 点 5 或 & 与 母 域 K= KE) 
一 K(j)， 则 dim 6 即 K 对 区 的 超越 度 . 

引 理 2 R5 (es, xw) 相应 的 区 上 线性 空间 Kx 中 有 
两 个 扩充 点 E= CH) 5 E = (Ehte AR 
EE 的 子 点 ， 则 扩 域 K = KE, in) WARES R K 一 
K(s,,…, En) 对 KK 的 超越 度 . 

证 设 必 对 KK 的 超越 度 为 4. EEE: ,如 中 邯 虑 任意 d+ 
1 个 ,例如 缉 ，…* ,5 由 于 攻 对 KK 的 超越 度 为 4d, 故 Es 
Euan AKRA, 即 有 非 0 ZMA Fette ogan) E€ KIs 
zanls 使 FCs t’ Eiin) = 0, hT Ë Æ ERTA, wki A 
FE Eu) 一 0， 因而 Et u IKB. 
数 扩 域 的 一 般 理 论 即 知 任意 民 ' 中 4 二 1 个 元 素 都 代数 相关 ， 即 长 
对 K HERES.. ER. 

定理 ” 设 两 等 价 的 不 可 约 多 项 式 组 8 与 了 各 有 不 可 约 基 列 
8 与 9', 则 

dim ® = dim ®’ 

证 设 @, 0 WEARY ESE, WIESECHERWARH 
EISSI IRRA. A = y, 故 13| 与 | 了 | 有 相同 的 扩充 零 
AE. 于 是 , E 也 是 1 下 的 扩充 零点 且 为 13| 母 点 的 一 个 子 点 . 
同样 也 是 的 子 点 。 由 引 理 2, FRKE) 5 KE) 对 K 的 超 
越 度 相等 ,也 即 dim Ø = dim Ø’. EHE. 

由 于 这 一 定理 ,下 面 的 定义 是 合理 的 。 

定义 ” 设 不 可 约 多 项 式 组 3 的 基 列 为 @, 则 多 的 维 数 也 称 为 
3 的 维 数 或 不 可 约 代数 簇 |3| 的 维 数 , 记 作 dim 3 或 dim|3|. 对 
任 一 多 项 式 组 5， 依 上 节 可 作出 13| 的 不 可 缩 的 不 可 约 分 解 。 这 
一 分 解 中 不 可 约 成 分 维 数 的 最 大 者 称 为 了 或 13| 的 维 数 ， 仍 记 为 
dim X X dimj 5|. 

本 节 的 目的 在 于 证 明 下 面 的 定理 : 

维 数 定 理 ” 设 不 可 约 多 项 式 组 5 与 其 不 可 约 基 列 PD, Xit B 
为 任 一 对 9 的 余 式 不 等 于 0 的 多 项 式 , 则 
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dim( + B) < dim £ 
证 设 Ø: Ais 4 An ARREA 4 = Gus ttt Uds Mo 
<*a na) 如 前 , 则 
dim $ = dm@=d 
今 依 4.4 节 引 理 4, 必 有 多 项 式 
C, OICEKTz zy ts Ya] i=], n 


使 
D = CB — (Q,4, + +; + Q,4n) E€ Klaus; ua] 
且 使 
cC(a)#0 
由 此 得 


Dfz ya) 天 0 
今 设 多 项 式 组 4 是 了 工 士 正 的 任 一 不 可 约 成 份 , 且 
E = (vista Vas Čisto’ Ca) 
是 4 的 一 个 母 点 ， 由 于 也 是 瑟 的 一 个 扩充 零点 ， 故 5 是 王 母 点 
的 一 个 子 点 ,特别 有 
A(E)=0 i=l, -n 
此 外 又 有 
B(£) = 0 
故 得 DI) = 0, 即 
D'u, tee, va) = 0 
因而 votet va 代数 相关 . 
由 于 性 的 超越 度 是 4a, 而 motto ua 代数 无 关 ， 故 对 每 一 :一 
1,"…,* 有 非 0 多项式 PiE K [ww t], E 
Plus‘ Ud» n;) = 0 
而 在 P; H: 最 高 宕 次 的 系数 为 ustte us 的 非 0 多 项 式 . HTE 
Æ j IFRI 
Pi(p tt, vds L,) = 0 
由 此 可 推出 65 代数 依赖 于 v,,…… ,va， 即 在 vd 
间 代 数 无 关 的 个 数 至 多 为 4 一 LER 
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dim A = dim E < d — 1 

因 对 E + 8 的 任 一 不 可 约 成 份 A 都 如 此 , 故 得 此 定理 . 

这 一 维 数 定理 在 直观 上 频 为 显然 ,但 其 证 明 却 并 不 简单 ,不 妨 
参阅 一 些 流 行 的 代数 几何 著作 ， 即 可 看 到 证 明 往 往 需要 用 到 申 为 
艰深 的 工具 .例如 Hodge-Pedoe [1] 中 的 证 明 用 到 了 局 炜 良 坐 标 ， 
Van der Waerden [3] 一 书 的 证 明 用 到 了 代数 对 应 原理 ，Gribner 
[1 一 书 则 用 到 了 Hilbert 的 示 性 多 项 式 理 论 等 。 这 里 的 证 明 似 乎 
简单 得 多 ,而 且 既 是 初等 又 是 构造 性 的 . 


4.7 无 序 几 何 机 械 化 定理 的 证 明 


本 节 将 给 出 在 4.1 节 中 即 已 提出 的 机 械 化 定理 的 证 明 。 为 此 
先 作 若干 准备 ， | 
仍 设 一 组 变量 rn, xw 排列 成 一 次 序 
Kr en 
又 设 特 征 为 ON ZARERKR SE KL, mn] 中 一 组 多 项 式 的 天 
列 
-As Ars", An 
其 类 p; 满足 
OL p Lp Le Lp 
改写 xm 为 yi, 又 改写 其 余 诸 RI uas 这 里 4d 一 N 一 1, 
则 4; 可 写成 形式 
| Ai = coy t cay tere + Cing 
其 中 
eu; € Kiu., u, yi "3 Yil 
(i = 1 2;7 一 0， lt., m) 
置 
l; = cE Klw,:: “td Yis°**’ Yi-ı] 
RI Z: RU 4 的 切 式 ,一 1……，2。 我 们 称 每 一 
I; #0 
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为 一 非 退 化 条 件 . 

今 设 Klaus 5 tas Yis tta Yal 中 一 多 项 式 G。 作 G 对 人 @ 
的 余 式 R, 则 由 余 式 公式 有 

In G = 0,A, Heee A OA, FR 

其 中 s 之 0， Q; € Kiu, …， Ugs Yı>' ""> Yale 

我 们 将 探求 

G—= 0 

可 从 4; 一 0,1 一 1,"…,#, 推出 的 充 要 条 件 。 实际 上 我 们 将 证 
明 在 非 退 化 条 件 I; 关 0 下 以 及 名 不 可 约 时 这 一 充 要 条 件 中 ， 是 
R= 0, 

由 上 余 式 公式 ,不 论 有 8 是否 不 可 约 ,条 件 的 充分 性 都 是 显然 的 ， 

定理 1 i 2, 4: L, G 如 上 ;, 则 不 论 @ 是 否 可 约 , 在 非 退 化 
条 件 

L, 0 t 天 

F, R 一 0 有 时, G=00a M A; 一 0,71 一 1,.…:, ,推出 ， 

在 多 不 可 约 时 ，R 一 0 将 不 仅 是 在 非 退 化 条 件 下 G 一 0 可 
从 4; = 0 推出 的 充 份 条 件 , 而 且 也 是 必要 和 条件。 但 这 时 的 证 明 要 
困难 得 多 。 见 下 面 的 定理 . 

定理 2 iË, Anla GwE., 而 人 $ 不 可 约 ， 着 G 一 0 在 非 
退化 条 件 1; 关 0 下 可 从 4A; 一 0, i=l, e, n 推出 (对 某 一 适 
当 的 入 的 扩 域 而 言 为 则 c 对 2 的 余 式 为 R 一 0， 

证 我 们 将 设 R 关 0 而 得 出 矛盾 为 此 应 用 4.4 节 引 悍 4 
知 , 有 多 项 式 S, Q; € K[ uis tts uas Yı2'"*"a Yal, 使 

T = SR — (Q,4, + -+° + 0,4,) E Klum, zz] 
且 了 为 非 0 多项式 :了 了 关 0, 又 由 4.4 节 中 引 理 3 及 其 证 明知 4: 的 
初 式 1; 的 余 式 不 等 于 0, 故 同样 有 J, Qu € Klims >t, tasyi’ 
Yil, E 
H; = Jl; — (Qadı t ° + Qiii Ai) Æ 0 HeKflu,''';us] 
于 是 在 Ku, u) 中 有 一 点 u= (h ttt ua), WEGLA 
TH H, #0 
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这 里 忒 可 取 为 任 一 2 维 方 体 中 的 一 个 内 部 有 理 感 ， 
今 将 对 ANEN ERNEST RAN, ER 
= (dns as ss DA EK? Gas 5 mas yatt ea yA 
MERAR 
A:(&:) 一 0 Tinl Ci) 0 

首先 在 ?一 1 时 , 命 将 翅 ,… Ba AÈ us MAAS LA 

得 的 多 项 式 与 数 分 别 记 为 41€E Kly] 与 eK. HF 

H, 一 Jılı 
在 去处 不 等 于 0, KT FG A A y RRE mm 之 1 的 多 项 式 ， 
因而 可 在 的 某 一 扩 域 中 取 闻 ,使 A) 一 0 或 Al) 一 0. 又 
由 于 

RB, = Jılı — QA, 
HC) = Hu) #0 

履 得 

ICE) # 0 
即 归纳 假设 在 i I 时 成 立 . 

EN I $i 已 求 得 满足 归纳 假设 并 进而 求 7 与 in 
FIR. 

SU B, te Has Ts Ai ns "su Yis sy A 
Ain 所 得 的 多 项 式 为 Am EKn], ieit KAEA nu 
某 一 攻 的 扩 域 .这 时 Au 中 yi RAR VE 的 系数 为 [in 
E) 关 0. 因 而 可 在 信 或 即 K 的 某 一 扩 域 中 取 a E Anl) > 
0 或 

Aisa C Ei) = 0 
SH 
Hi2 = Jir2liza 一 (094 He 十 Or 
Hita bim) = Hil) #0 
以 及 
A (Ein) 一 (人 一 0 
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A Sm) = 0 
MIA Hi 一 式 得 

Lita Ein) # 0 
至 此 归纳 得 证 . 

由 于 R 是 G 对 @ 的 余 式 ， 故 有 s 之 0 与 多 项 式 B; EK lu， 
.., js Yıs'""Ynl> 使 
JanG = BA, +e + B Aa tR 
由 上 述 归 纳 证 明 有 
liën) 天 0 AEn) 一 0 

依 定理 假设 在 非 退 化 条 件 六 和 关 0 下 G 一 0 可 从 4 一 0 推出 , 故 
由 上 式 应 有 


G(L,)=0 
因此 以 En RACHRAZAN: HR 
R(L,)=0 
[Eik u REA 
T(E.) = TG) #0 
改 以 &n FRA 
T = SR — 30,4; 
一 式 得 出 矛盾 。 


由 此 知 R 关 0 的 假定 不 能 成 立 , 而 定理 得 证 ， 

以 下 将 给 出 无 序 几 何 机 械 化 定理 的 证 明 . 

给 定 一 个 无 序 几 何 中 的 几何 语句 (S) ,我 们 的 目的 在 于 给 出 一 
个 机 械 化 方法 以 判定 (S) 是 否 成 立 。 为 此 先 选 定 坐 标 系 , 给 出 各 点 
的 坐标 ,并 将 所 涉及 的 坐标 用 x; 表示 , 且 排 成 一 定 次 序 : 
tirn e e AN 
其 次 将 语句 (S) 中 所 提 及 的 各 种 几何 关系 通过 坐标 闻 的 代数 关系 
来 表达 ,于 是 语句 (S) 中 的 假设 相当 于 一 组 方程 : 

Fi 一 0 了 一 0 

这 里 Fi 是 Kles e, xw] 中 的 多 项 式 ， 玫 是 相应 几何 的 附属 数 
域 ,其 特征 为 0。 实际 上 这 些 F,; 都 可 取 为 有 理 系 数 或 整 系数 的 多 
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项 式 , 语 句 《S) 的 结 沦 则 相当 于 另 一 组 方程 : 
G,=0,''',6G,=0 

这 里 G; 也 是 Kle, nl 中 的 多 项 式 ， 实 际 上 也 是 有 理 系 数 
或 整 系数 的 多 项 式 . 不 失 一 般 性 ,不 妨 直 接 设 G; 只 有 一 个 ， 以 下 
记 为 G, 诸 F; 称 为 语句 (5) 的 假设 多 项 式 , 而 诸 G; 或 G 称 为 语句 
(SJR ETER. 

至 此 机 械 化 定理 的 证 明 在 于 给 出 一 个 机 械 化 方法 ， 使 得 足以 
在 有 限 步 内 给 出 一 组 非 退 化 条 件 多 项 式 Dott D,， 这 里 诸 Di 
都 是 Kirs e 的 多 项 式 , 而 实际 上 系数 都 是 有 理 数 或 整数 ， 
又 依 这 一 机 械 化 方法 足以 在 有 限 步 内 判定 在 非 退 化 条 件 

D, 天 0,……，DD 天 0 

下 ，G 一 0 是否 可 从 Fi 一 0……，F. 一 0 推出 ， 

运用 前 几 节 所 发 展 了 的 代数 几何 的 语言 ， 上 述 机 械 化 定理 的 
证 明 方 落 也 可 以 甚至 更 为 精确 地 表达 如 下 : 

记 诸 假设 多 项 式 F; 所 成 的 多 项 式 组 为 

2 = {F;} 

3 定义 了 一 个 代数 秘 |3|， 有 一 确定 的 维 数 4, 试 依 一 机 械 化 方法 
求 得 一 组 非 退化 条 件 Di，,`… ,D,， 使 将 每 一 D; 添 入 后 ,所 得 多 
项 式 组 十 D; 所 定义 的 代数 簇 13 十 D| 的 维 数 都 小 于 d。 X 
依 这 一 机 械 化 方法 判定 在 条 件 D, 对 0,.… D, 关 0 下 ,也 见 代数 簇 
IZ] 在 除去 13 十 D;| 这 些 真 子 簇 后 所 余下 的 部 份 上 G 是 否 等 于 
0, 

本 章 以 前 各 匡 关 于 构造 性 的 代数 簇 理论 以 及 本 节 的 两 个 定理 
已 经 提供 了 如 下 的 一 种 机 械 化 方法 . 

依 4.5 节 可 将 代数 簇 || 作出 它 的 不 可 约 分 解 ， 其 中 每 一 不 
可 约 成 份 都 有 一 不 可 约 基 列 9, 且 这 一 成 份 即 由 这 一 基 列 所 定 ， 
依 以 前 的 记号 为 |Qo l. NE 19, 的 维 数 d; 如 果 小 于 13| 的 维 
Hd, 则 这 一 真子 笠 系 从 某 一 维 数 为 了 的 196,| 在 添加 其 一 多 项 式 
Di;( 用 以 前 的 记号 为 一 初 式 [或 一 G1) A DJA |O; +D) 的 一 
个 子 得。 我 们 把 每 一 这 样 的 Di 作为 一 个 非 退 化 多 项 式 。 设 除去 
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这 些 真 子 艇 后 余下 的 d 维 不 可 约 成 份 为 
| 9. |,*……， | Qo0, | 

记 每 一 这 样 的 D 的 初 式 为 1,0; 1jiw， 并 以 此 作为 男 一 组 非 退 
化 多 项 式 Dir 依据 定理 1, 2， 在 韭 退 化 条 件 D; #0, Di #0 
下 ,，G 一 0 是 否 可 从 F, 一 0,…, F, 一 0 推出 ， 即 G 是 否 在 诸 
[Os 1，……，|9o,| 除去 这 些 |9; 十 Di| 以 及 Dr 一 0 的 部 份 后 等 
于 0, XEGA O 的 余 式 是 否 部 等 于 0 来 判定 ， 由 此 给 出 了 机 
械 化 的 方法 ,也 就 给 出 了 机 械 化 定理 的 证 明 . 

上 面 的 机 械 化 证 明 方 法 在 理论 上 看 频 为 简单 ， 但 对 于 具体 的 
”定理 用 这 一 方法 进行 时 会 遇 到 极 大 的 因 难 .原因 是 代数 簇 的 不 可 
约 分 解 依赖 于 多 项 式 的 因子 分 解 , 而 后 者 虽然 在 理论 上 颇 为 显然 ， 
但 在 具体 实施 时 有 力 是 困难 的 ， 迄 今 还 没有 一 个 高 效率 的 方法 。 因 
之 上 面 的 方法 如 果 依 所 说 的 次 序 进 行 ,将 是 不 切实 际 的 , 即 数 理 逻 
辑 中 所 说 的 non-feasible。 但 对 于 几何 定理 的 证 明 来 说 ， 我们 所 希 
户 的 是 能 够 正面 证 明定 理 成 立 。 而 依 定理 1, 这 只 要 证 明 终 结 多 
项 却 G 对 某 一 升 烈 的 余 式 为 0 即 可 ， 而 不 上 必 回 这 一 升 列 是 否 不 可 
约 ， 因 此 ,对 于 一 个 具体 需要 验证 其 是 否 成 立 的 定理 ,我 们 往往 可 
以 直接 应 用 定理 1, 如 果 通 过 计算 得 知 G 对 升 列 的 余 式 为 0 因而 
定理 成 立时 , 即 已 达到 目的 , 只 是 在 余 式 不 为 0 时 , 才 有 必要 进 一 
步 检 查 相 应 的 升 列 是 否 不 可 约 。 为 此 我 们 的 机 械 化 证 法 的 步骤 将 
改 成 下 面 的 形式 来 进行 。 实 践 已 经 证 明 , 这 样 的 机 械 化 证 法 ,是 颇 
为 有 效 的 . 

机 械 化 证 法 在 改动 后 的 步骤 如 下 : 

考虑 一 多 项 式 组 的 集合 2 与 一 称 为 退化 集 的 多 项 式 组 A。 在 
开始 时 , e 只 有 一 个 多 项 式 组 , 即 假设 多 项 式 组 

X = {Fitt Fe} 
又 退化 集 在 开始 时 为 
A= ZR 

在 进行 中 ， 将 逐步 增 减 2 中 多 项 式 组 并 莹 入 非 退 化 多 项 式 以 得 最 
后 有 所 楼 求 的 
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A= IDis*"*5 D,} 

第 一 步 . 设 2 非 空 ， 则 从 。 中 任 取 一 多 项 式 组 卫 并 将 这 一 了 
从 2 中 除去 以 得 新 的 p， 再 依 4.3 节 整 序 定理 将 了 逐步 扩大 为 多 
项 式 组 

号 一 工 一 2 一 一 一 人 
若 A 有 一 KK 中 的 非 0 元 素 , 即 4 为 一 矛盾 组 , 则 语句 (5S) 的 假设 本 
身 有 矛盾 而 工作 停止 。 对 于 相反 情形 记 4 的 基 列 为 
OD.A,, A,,: “dv 

诸多 项 式 4; 的 初 式 为 L 此 时 4 中 任 一 其 它 多 项 式 对 6 的 余 式 都 
ET). 

这 时 

dim| 5| = dim ® = N — n =d 

若 这 一 步 是 整个 进程 开始 的 第 一 步 , 则 记 下 这 一 维 数 d. 

若 这 一 步 是 由 进程 中 其 它 某 一 步 转 来 , 则 检查 这 -- 维 数 4, 看 
是 否 等 于 开始 时 所 记 下 的 a. 

若 这 一 4 等 于 前 面 已 记 下 的 维 数 , 则 将 诸 初 式 L 添 信 全 以 得 
新 的 退化 集 A, 并 进行 下 面 的 第 二 步 。 

若 这 一 4 小 于 前 面 已 记 下 的 维 数 而 这 一 步 的 系 由 以 前 执行 
第 三 步 ( 见 下 ) 时 由 某 一 A 十 1; 或 4 十 G; 所 转 来 , 则 将 L R G; 
添 入 和信 以 得 新 的 退化 集 , 并 回 到 第 一 步 继 续 进 行 。 

第 二 步 ， 求 G 对 的 余 式 R， 

若 R == 0 而 P 中 已 无 其 它 多 项 式 组 需要 检查 , 则 语句 (S) 在 
非 退 化 条 件 

D#0 (D: € A) 

下 成 立 而 工作 停止 。 此 时 在 Di #0 条件 下 定理 成 立 ， 否 则 回 到 
第 一 步 重 新 开始 

E RR 闫 0 则 进行 下 面 的 第 三 步 . 

第 三 步 ， 依 4.2 PREO 是否 不 可 约 ， 

E OTT, AGH ORA R 闫 0 政 由 定理 2 在 非 退 化 
条 件 
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D; #0 (D: €A) 

TEA (S) 不 成 立 而 工作 停止 。 这 时 在 这 些 非 退 化 条 件 下 定理 不 
RZ. | 

若 @ 可 约 , 则 依 4.5 节 将 有 分 解 

Al=|A+H1|U---UlIA+H7,,| 
UIA+ GIU- UJA + G, 

今 将 这 些 AHI 与 4 十 G; 作为 新 的 多 项 式 组 5 添 和 人 6 中 ， 上 是 
回 到 第 一 步 重新 开始 ， 

依据 以 前 各 节 ， 上 述 进程 在 有 限 步 之 后 必然 停止 。 这 时 将 得 
到 一 个 退化 集 

A = {D} 

并 获得 以 下 三 种 结论 之 一 : 

1. 在 非 退 化 条 件 

D, #0 (D; €A) 

下 语句 (S) 的 假设 部 份 本 身 有 了 矛盾， | 

2. 在 上 述 非 退化 条 件 , 即 附加 假定 Di 关 0 下 语句 (ORZ 
亦 即 定理 成 立 。 

3. 在 上 述 非 退化 条 件 ， 即 附加 假定 Di 天 0 FEA (S) 不 成 
立 , 亦 即 定理 不 成 立 。 

一 般 说 来 退化 情形 

D,=0 

不 值得 作 进一步 考 虚 , 若 认为 有 必要 考虑 时 , 可 将 D, = 0 作 语 名 
(S) 的 又 一 假设 , 即 以 {Fi,…， Fes Di} RÆ {Fists Fe} 而 如 
前 进行 即 可 ， 

这 一 简化 了 的 机 械 化 证 法 是 切实 可 行 的 (feasible)。 下 节 将 给 
出 一 些 例子 (主要 用 手 算 )。 使 用 计算 机 的 实例 可 参阅 今后 陆续 出 
版 的 有 关 书 籍 . 


a 191e 


4.8 无 序 几何 机 械 化 证 法 举例 


以 下 所 举 各 例 ， 可 说 明 前 节 关 于 机 械 化 证 法 的 梗概 .由 于 本 
书 只 限于 手 算 范 围 故 举例 都 尽量 简单 ， 并 适当 选择 坐标 系统 以 力 
求 简化 计算 。 在 计划 缮 写 的 《几何 定理 机 器 证 明 的 理论 、 方 法 与 
实践 》 一 书 中 , 将 举 出 较 复杂 的 定理 的 机 械 化 证 明 , 其 原理 即 如 本 
章 所 示 . 

[ 例 1] 垂 心 定 理 ” 三 角形 的 三 高 交 于 一 点 ， 

在 会 直 几 何 中 ， 这 一 定理 系 作为 公理 而 引入 的 ， 见 第 二 章 第 
2.2 节 。 这 里 作为 定理 来 证 明 ，。 它 只 是 机 械 化 证 明 方 法 的 一 个 说 
明 , 并 不 涉及 循环 论证 的 问题 . 


C Y3} 


Bix, 0) 


依 第 二 章 2.2 节 ，A4BC 的 三 边 不 能 都 是 迷 向 线 ， 故 可 设 
AB 非 迷 向 线 . 这 时 ABS AB 上 的 高 线 必 相交 于 一 点 , 设 为 0， 
TETBEHLMARLONAR, ABSCO 为 第 一 第 二 两 坐 
标 轴 . 设 8C 与 4C ENARRRTD,TEBIEDEAR COLE, 
如 图 4.1. 
为 此 设 垂直 坐标 系统 的 疏 率 为 *, 又 设 诸 点 坐标 为 
A=(x,0) B=(r,0) C = (0, x) 
D = (x4, x5) 


. 192 >» 


依 第 二 章 2.3 节 定理 的 假设 部 份 为 
AD | BC kn, — x, 一 x) 一 0 
BD LAC KR, — xr — r) =0 
KREMIN Fio Fao 并 将 多 项 式 组 = {F Fa} 依 4.3 TE 
序 ,得 多 项 式 组 4, 其 基 列 为 
®:A,, A; 
A, = (non) 


A, = kx% 一 AET 一 x,) 


非 退 化 条 件 为 
D = kx(xi— x) #0 
定理 的 终结 为 
COZIDA > r= 0 
显然 在 非 退 化 条 件 
X; #0 en 

下 定理 成 立 , 

非 退 化 条 件 的 几何 意义 也 是 显然 的 : 


xv Æ 04C 不 在 48B8 上 

xi 天 nt 4,B 两 点 不 相 重 合 

对 于 这 些 简单 情形 ， 显 然 已 无 必要 对 退化 情形 作 进一步 的 探 
讨 , 而 可 作出 下 面 的 结论 : 

(在 垂直 几何 中 )， 一 个 不 退化 的 三 角形 的 三 条 高 线 必 交 于 一 

事实 上 这 是 垂直 几何 的 一 条 公理 ,这 里 的 “证 明 ” 虽 然 简单 ,但 

具有 一 定 的 代表 性 ， 即 非 退 化 条 件 在 机 械 化 证 明 过 程 中 自然 邮 逐 
一 出 现 , 不 必 在 事先 考虑 。 对 于 出 现 的 非 退 化 条 件 , 如 需要 ,可 逐 
一 作为 退化 条 件 添 人 假设 以 再 度 验证 定理 是 否 依然 成 立 ， 这 些 都 
可 有 系统 地 机 械 地 进行 ,无 需 多 作 考 虑 . 

[ 例 2] 内 竞 心 定理 ”三 角形 三 角 的 分 角 线 三 三 交 于 四 点 ， 

在 无 序 度量 几何 中 ， 只 有 全 和 角 的 概念 而 无 通常 角 的 概念 。 一 
个 全 角 的 两 条 分 角 线 也 无 法 区 分 开 来 。 因此 定理 中 的 四 个 交点 无 
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法 象 贡 用 几何 那样 区 分 为 内 心 与 劳 心 ， 这 一 事实 在 下 面 的 机 械 化 
证 明 中 将 反应 出 来 。 


co, x4) 


1@,,0) O Bæ, 0) 


图 4.2 
为 计算 简单 起 见 ， 我 们 将 取 AABC 的 一 边 4B( 非 迷 向 线 ) 
为 Descartes 坐标 系 的 第 一 轴 , 而 以 过 C 与 48B EAER, BIAB 
上 的 高 为 第 二 轴 ， 设 全 角 4 与 全 角 B 各 一 分 角 线 相交 于 D， 需 证 
CD 是 全 和 角 C 的 一 个 分 角 线 。 见 图 4.2, 


BA AERA 
A = (xi 0) B = (x, 0) C = (0, x) 
D = (x, x5) 


依据 第 二 章 2.4 节 , 定 理 的 假设 部 份 为 
AD = FAAR HR 所 > 
F, = n[ r — (x4 — r) ] 一 2xixs(x — x) = 0 
BD = 2 A BHS HR 所 > 
F: = xs[ zs — €7 x) ] 一 2x2x5( x4 一 x) 一 0 
终结 部 份 则 为 | 
CD = 全 和 角 C 的 分 角 线 <> | 
G = [ x(xs 一 x) + 2324] 。 EACE? 一 x3) — 2x4] 
+ [xx; 一 r3) 十 xz3xz4] ， [ xxs 一 x) 一 x,x4] 
= () 
今 从 假设 部 份 的 多 项 式 组 
2 = (F, F,} 
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出 发 , 依 整 序 方法 得 多 项 式 组 4 与 4 的 基 列 
| D.A,s A: 
这 里 
A, = tu 一 xi) Cra 一 x) (x4 一 Xi 一 x) 
一 hC 2r — 2 — 23)’ 
A; = 2(x4 — x, — XI)Xs — (24 — x, — r) 
所 需 引 进 的 非 退 化 条 件 为 
xy 70 en 
un, tn 
今 将 G 对 多 进行 约 化 ， 则 在 上 述 非 退化 条 件 下 容易 求 得 IH 
一 x 一 X2)G 为 A, 4 的 线性 组 合 ， 故 在 这 些 非 退化 条 件 下 定 
HER. 
非 退 化 条 件 
er 5 nn An 
的 几何 意义 甚 为 显然 。 为 验证 在 退化 条 件 
X4 = 一 Yi tr 
下 定理 是 否 依然 成 江 , 不 妨 将 
FRS rnnr r 
WAREK Z, 并 对 新 
EZ={F, Fa F3} 
作 同 样 的 处 理 。 可 知 在 同样 的 非 线性 条 件 
xz, Æ 0 “Æ f 
下 应 有 
xi e 0 x4 一 1 
且 定 理 在 这 时 也 成 立 。 事 实 上 这 时 的 三 角形 对 于 CO 轴 对 称 . 
在 原来 的 基 列 8 :4 ， A: H, A, JÈ r 的 四 次 式 , 而 4; 是 x; 的 
一 次 式 ， 这 说 明了 这 样 的 几何 事实 : ”分 角 线 的 共同 交 氮 恰 有 四 
[ 例 3] 定理 同上 . 
由 于 全 角 的 分 角 线 在 (无 序 ) 垂直 几何 中 不 一 定 存在 ,因而 在 
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上 例 中 ,定理 是 作为 (无 序 ) 度量 几何 的 定理 来 证 明 的 .在 证 明 过 
程 中 ,选取 了 Deseartes 坐标 系统 。 这 种 系统 在 垂直 几何 中 一 般 并 
不 存在 .但 事实 上 ,同样 的 定理 在 垂直 几何 中 也 成 并 , 仪 需 把 定理 
KISTEN]. 

在 垂直 几何 中 , 虽然 分 角 线 不 一 定 存 在 :但 恒 可 定义 一 直线 对 
另 一 非 迷 向 直线 的 对 称 直线 ， 这 时 的 非 迷 向 直线 即 是 原来 直线 及 
其 反射 直线 所 成 全 角 的 一 条 分 角 线 ， 因 此 可 以 考虑 在 垂直 几何 中 
下 述 有 意义 的 论断 ， 

设 A4BD 的 三 边 都 非 迷 向 线 , 又 设 48B 对 4D 的 对 称 线 与 对 
BD 的 对 称 线 交 于 一 点 D， 则 4C 与 BC 关于 直线 CD 对 称 。 如 
图 4.3 。 


4.3 


为 证 此 ,可 取 一 垂直 坐标 系统 以 48B 为 第 一 坐标 轴 , 过 D mE 
直 于 48 的 垂 线 为 第 二 坐标 轴 , 又 设 坐 标 系统 的 算 率 为 《, 记 各 点 
的 坐标 为 | 

A = (x, 0) B = (x3 0) D= (0, x) 
C = (x4, x5) 
于 是 假设 部 份 为 
AC = AB 对 ADORI 
F, = (x — hr?i)xs 2xix x4 — x) = 0 
BC = AB 对 BD 的 反射 所 > 
Fi = (13 — Rx3)xs + 2x2x3( Xx4 一 x) 一 0 


.196 + 


bm 


结 部 份 则 为 
AC = BC 对 CD R I e> 
G = [ (x; 一 zxzs = x3) — xars] 
”[Axzs(x5 — x) 十 REF 一 x,)] 
+ [Cr — x)(x; — x3) — x4xs] 
* [Rxs(xs — x;) + xx — x)]=0 
从 多 项 式 组 = {Fp F) ER AIER, ag AR A 
及 其 基 列 
®.A,, A: 
Ai = (kx? + am) — k(x, + x,)x? 
A = (x? — hx?)xs + 2x x4 — x) 
在 整 序 过 程 中 已 引进 非 退化 条 件 : 
x, #0 Xi E ra 
今 将 c 对 8@ 进行 约 化 ， 经 计算 即 可 见 在 上 述 非 退化 条 件 下 G 
的 余 式 为 0。 因而 知 在 非 退 化 条 件 
x3 #0 X1 x 
kzi ts Æ 0 xi — k Æ0 
下 定理 成 立 。 这些 非 退 化 条 件 的 几何 意义 也 容易 判明 。 例 如 ， 
kit xx, = 0 
意 指 4 上 BT， 如果 以 之 未 人 假设 部 份 并 依法 整 序 , 则 在 
x, #0 Xi 天 1 xÆ 0 
等 非 退 化 条 件 下 将 有 
Xi 一 t kxi + x? = 0 
换言之 , 4 与 B 相 重合 , 且 4D = BD 是 一 迷 向 线 ,因而 定理 假设 
WES YJ. 
试 将 本 例 与 上 例 比较 。 本 例 作为 垂直 几何 中 的 定理 ， 显 然 比 
上 例 仪 在 度量 几何 中 才 有 意义 的 定理 更 为 一 般 。 因 之 ， 如 果 提 法 
得 当 , 则 可 获得 比 通 常 更 为 一 般 的 定理 ,而 其 证 明 所 用 的 计算 有 时 
更 为 简单 . 例如 ,这 里 A, AS x; 的 次 数 都 是 1, 而 上 例 中 
xz4 的 次 数 是 4。 这 是 因为 万 点 大 已 给 定 ， IC ABRE — 地 定 出 ， 
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有 反之 则 否 ， 

本 例 作 为 任意 垂直 几何 中 的 定理 ,应 用 距离 ,全 合 等 度量 概念 
的 证 明显 然 不 适用 ,虽然 可 想到 一 种 欧 几 里 得 形式 的 直接 征明 ,也 
并 非 难事 ， 例 如 第 二 章 2.2 节 的 直接 证 明 。 但 这 种 证 法 将 随 定 理 
mm- Descartes 所 提倡 的 主张 不 符 ， 

[ 例 4] Feuerbach 定理 三 角形 的 九 点 圆 与 任 一 与 三 角形 
三 边 都 相 切 的 圆 相 切 , 

这 定 初 等 几何 中 最 有 名 的 定理 之 一 、 在 Davis{ 11 一 书 中 ,对 
此 定理 有 一 些 有 趣 的 介 
绍 ， 应 用 殉 几 里 得 的 传统 
方法 ， 要 证 明 这 一 定理 自 
然 需 要 高 度 的 技巧 ， 但 即 
使 应 用 解析 几何， 也 需要 
一 定 的 巧 思 .参阅 Salmon 
[1] 一 书 第 127 页 上 的 证 

图 4.4 明 . 其 中 要 用 到 三 角 函 数 ， 

因而 是 作为 常用 几何 的 一 条 定理 来 证 明 的 ， 事 实 上， 上 面 定 理 的 
叙述 不 从 涉 加 的 内 切 与 外 切 而 只 涉及 圆 的 相 切 ， 因 而 是 一 条 无 序 
度量 几何 中 的 定理 。 如果 应 用 本 章 中 的 机 械 化 证 明 方 法 ， 则 证 明 
是 很 容易 的 ,与 前 三 例 并 无 差别 . 唯一 的 不 同 是 计算 量 大 , 手 算 婚 
繁 又 易 出 错 ,应 使 用 计算 机 进行 证 明 ， 现 将 证 明 过 程 述 之 如 下 . 

依 第 二 章 2.4 节 ， 一 三 角形 A4 BC 应 有 四 个 圆 与 三 边 都 相 
切 ， 任 取 其 一 并 命 其 中 心 为 I. SE Descartes 坐标 轴 , 以 48B 为 
3-41, 过 工 与 4B 垂直 的 直线 为 第 二 轴 , 今 设 各 点 的 坐标 如 
F: 


I = (0, x,) A= (2 0) 

B= (xs,0) C = (1%) 
设 AABC 边 上 诸 扣 偶 (BC), (4C), (AB) 的 中 点 各 为 
M4，Ma，Mc,， 则 按 定义 A4BC 的 九 点 圆 即 为 过 Mu, Ms, Mc 
三 反 的 贺 ， 妥 证 明 此 圆 还 经 过 其 它 六 个 有 名 的 点 是 容易 的 。 设 这 
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一 九 点 图 的 中 心 为 N, 其 坐标 设 为 
N = (zo +7) 
又 设 
= 九 点 贺 半 径 距 方 或 径 方 二 NM4 等 
x = ABN DASEN. BE NI 
由 于 我 们 的 几何 不 假定 次 序 关 系 , 故 半径 与 距离 都 无 意义 而 言 , 但 
如 第 二 章 24T: 可 定义 贺 的 径 方 与 点 偶 的 距 方 ,于 是 定理 的 
假设 部 分 如 下 : 
Al 是 XACBC) 的 分 和 角 线 之 一 ,或 
AC = l, 对 AI 的 对 称 线 
<> (x? — xjr, + 2m. — x) = 0 
BI 是 XB(AC) 的 分 角 线 之 一 ,或 
BC = l, 对 BI 的 对 称 线 
> (ro xi)xrxs + Zul; — 24) = 0 
N = 九 扩 图 M jM spM oe 的 中 心 或 
九 点 圆 径 方 = NM, 一 NMe 一 NMe 


2 
< 之 4 一 (25) + (2) 
(2240-2) 
今 将 诸 * 依 下 述 次 序 排列 : 


xire t eax Ty 
再 将 上 述 假设 中 出 现 的 多 项 式 组 进行 整 序 , 可 引入 非 退 化 条 件 
x, #0 ern nÆ tr 
并 在 这 些 条 件 下 得 到 下 面 的 一 个 准 基 列 。 这 里 准 基 列 的 意义 是 序 
列 中 各 多 项 式 的 初 式 已 对 前 面 的 多 项 式 约 化 ,虽然 本 身 未 必 约 化 ， 
但 对 于 应 用 4.7 市 的 定理 1 来 说 , 这 已 足够 了 . 
A, = (x + raxx — lae t r) = 0 


. 199% 


A, = (Kt + rx) xs — 22,22; = 0 
A, = 4x; —- (x, H z, + 2x) 0 
Aa = brst — Xs — (x3 — xa) (4x — 2m — Ki rn) = N 
As; = 4x — (2x; — nn — x) — 4x7 = 0 
As 
定理 的 终结 部 分 为 
G = ri + r t rt — 20 — 2X9x? — 2x = 0 
今 再 引进 诸 4 的 初 式 不 等 于 0 这 些 非 退化 条 件 , AN 
x; + ra #0 xs Æ 0 
则 求 得 G 对 诸 A; 的 余 式 依次 为 Rss R4s*t ta Ris Ro 如 下 : 
R, = xi — Ari 一 2x3x3 + Ari — 2X6xa 
+ Ana + ri + 2 In 十 xl 
一 4xixzaxy 
R = — 64 rix 十 64xixs 一 64xixxx; 十 64X3x3x6 
一 64rxx;x; 一 32ra, 十 320 十 32r taxt 
— 16x x? + 16x22 + 16xix2xy 一 16x22 + l6x?ri 
+ 162,237, 一 24x2x3x6 一 Bir, 一 2422X3X6 — Ira, 
十 Grir 十 4r, 十 4r 十 ri 十 ri 


R, = 一 64x3x5xi 十 Hrn, + 64x2rsXsXe 


I 


N 


25 一 x; 一 (x — x)? 


— 32x xaxa, 十 32ra; 一 16x1xr2xs 

+ 16x3x5xi 一 l6xix3xs H 16x3xyx3 一 24xixr tts 

一 8x3rsxe 一 24xaxX3x5X6 — Bir, 十 6x32x375 

十 4x3rsxs 十 4x2x3x5 十 rixs 十 rir, 一 16xixax3x6 

一 160328, 十 nn, 十 Amir) 十 4xx32x3 

一 Hrn 一 G4xix3xs 十 Or nr, 十 9a ala, 
+ 32x82, + 64ra 十 64x1x3Xart — 6412314x 
一 48xix2x4x6 一 16cm 一 200,23? 一 BX 

— lór 十 l6nairzn, 十 Brix, + Brian 

— 42 一 16xix2x486 一 lO6xixsxixe + Irre 


+ 4x rir? + Anıcirl 
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R, = 2xixax3r4 十 2xixixsxe + Artaaız, 
+ 4xIxaXats — 2yr 一 2723X4X2 
一 Arad 一 Arad 十 2a) 一 2x0 
— irn, 一 2xIxarsts 一 xxix, 一 2X XIx? 
一 4xixirs 十 Anis + air, + xixixs 
R, = Irma, + Sxirirsre — Gxtxsxsx? 
一 Hr 十 ir? + tar 一 xixe 
+ 2x1x2x3x4 + 2x1x3x3x4 + 2x1x2x3x3 
十 2x4xax3x4 一 ati, 一 2x4x3xz — rire 
一 rl — Eine? 一 einer? 
一 xr2xix4 十 riris t rin 十 ei 
— rixi 一 rt? — wirt} 
Ro = 0 
各 余 式 Rs;,*** Ro 的 项 数 依次 为 
11, 23, 45, 18, 24, 0 
最 后 一 个 R 的 项 数 等 于 0 意 指 在 前 述 非 退化 条 件 下 , G 对 准 基 列 
的 余 式 为 0, 因而 由 上 节 定 理 1 (显然 在 准 基 列 的 情形 也 成 立 )， 
Feuerbach 定理 在 这 些 非 退 化 条 件 下 成 立 . 

这 些 非 退 化 条 件 的 几何 意义 是 清楚 的 ， 已 无 必要 就 各 种 退化 
情形 进行 尝试 ,因此 结论 是 Feuerbach 定理 generically 成 立 ， 或 依 
习惯 说 法 ,简称 Feuerbach 定理 成 立 。 这 时 上 面 的 计算 过 程 即 是 这 
一 定理 的 一 个 证 明 . 

上 面 的 例子 说 明 借 助 于 现代 计算 机 ， 我 们 的 机 械 化 证 明 方 法 
足以 证 明 顾 不 简单 的 定理 。 这些 定理 的 证 明 ， 不仅 传 统 的 欧 几 里 
得 征明 方式 难以 措 手 ， 即 使 是 通常 的 解析 几何 方法 也 将 因 计 算 过 
于 繁复 而 无 法 解决 . 但 是 使 用 计算 机 ， 则 在 它 的 机 器 与 速度 的 限 
制 条 件 下 ;不论 是 何 种 定理 ,只 要 属于 本 章 范 围 之 内 , 证 明 起 来 都 
是 轻而易举 的 ， 

我 们 的 上 且 的 并 不 限于 证 明 一 些 已 知 的 定理 ,由 于 我 们 已 拥有 
一 种 手段 , 使 正明 定理 成 为 易 事 , 因而 它 也 提供 了 一 种 手段 ,使 我 
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们 真正 的 创造 力 可 以 贯 注 于 新 定理 的 发 现 ， 我 们 可 通过 各 种 途径 
试 作 种 种 推测 ,然后 在 计算 机 上 进行 验证 。 如 果 验 证 属实 , 即 获 得 
了 一 条 定理 ,自然 ,这 里 的 计算 机 仍然 只 是 一 种 计算 工具 ,从 作用 
来 讲 , 与 纸 笔 在 数学 上 作为 计算 论证 的 辅助 工具 并 无 差别 ,但 在 效 
率 上 却 大 有 区 别 . 这 种 借助 于 计算 机 以 发 现 定 理 的 方法 ， 简 称 为 
机 器 发 明 . 下面 将 举 出 两 个 这 样 的 例子 . 

| [ 例 5] Pappus 线 图 象 

所 谓 Pappus 定理 是 说 , 若 两 不 同 直线 1, 上 各 有 互 不 相同 
ZA 4, B, C5 A’, 8’,， C'， 又 这 些 点 也 不 同 于 1, 1 可 能 有 
的 交点 , 则 以 下 交点 

P=ABN\BA 0O-=ACNC4 R=BC'NCB' 
如 果 存 在 , 即 相应 直线 不 平行 时 ， 这 三 点 P, 0, RREE-ERL: 
ERX Pappus 线 , 简 记 为 


p B m 
A’ BE C 
将 4, B, C, A', BC 作 不 同 的 排列 , 则 用 上 面 的 方法 在 相 


应 交点 都 存在 时 ， 共 可 得 六 条 这 样 的 Pappus 线 . 除 上 面 这 一 条 
外 ,其 它 五 条 为 


,| [| [| 
B C A' C' A’ B’ C’ B A’ 


A B C] (A B c 
7 A’ A W C’ pl 
我 们 探讨 由 这 六 条 Pappus 线 所 构成 图 象 的 几何 性 质 ， 
在 无 序 Pascal 几何 中 , 可 以 自然 地 引进 代数 曲线 ， 代 数 曲 线 
的 次 数 以 及 切线 等 派生 概念 。 又 易 知 ， 一 般 说 来 五 条 直线 可 与 一 
二 次 曲线 相 切 ,而 六 条 直线 则 须 满足 一 定 的 条 件 (通常 所 谓 Brian- 
chon 定理 ) 才 有 此 可 能 。 于 是 我 们 可 进一步 提出 下 面 的 问题 上 
面 的 六 条 Pappu 线 是 否 同 切 于 一 个 二 次 曲线 ? 
画 一 些 草 图 ， 可 以 发 现 这 六 条 线 确 实 有 可 能 同 切 于 一 二 次 曲 
线 , 不 过 这 一 二 次 曲线 已 退化 成 两 点 。 换 言 之 ,六 条 Pappus 线 的 
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每 一 条 都 要 经 过 两 个 点 中 的 一 个 。 把 这 一 观察 变 成 几何 语句 并 作 
出 下 看 的 推测 ， 
推测 ”上述 图 象 中 的 三 条 Pappus 线 
A B C A B C A B C 
4 B’ M 7 C’ 并 | A' pl 
若 不 互相 平行 ， 即 相交 于 同一 个 点 。 其 它 三 条 Pappus 线 也 是 如 
此 ， 
应 用 我 们 的 机 减 化 方法 并 在 计算 机 上 实施 ， 容 易 验证 这 一 推 
测 成 立 ， 由 此 获得 了 一 条 定理 
[ 例 6] Pascal 圆锥 曲线 定理 
作为 机 器 发 明 的 又 一 例子 , 试 考 虑 下 面 的 问题 . 
设 在 一 二 次 曲线 上 有 六 个 点 4 …，44， 任 取 其 中 四 个 不 同 
HJA An Ajs Ars Aı 并 作出 交点 
Pija LA 人 dd 
这 样 的 交 后 共有 四 十 五 个 (假设 相应 直线 不 平行 ), 称 为 Pascal 点 . 
今 将 六 点 4; 排 成 任意 一 个 次 序 4A A 以 得 一 六 角形 ， 
则 这 一 六 角形 三 组 对 边 的 交点 
Pig, T AiAi NA Ai 
Pia = Ann N dida 
Pigers, = 44a A Ai Ai, 
在 同一 直线 上 , 称 为 六 角形 Ad, A, 的 Pascal 线 . 这 样 的 
Pascal 线 共 有 六 十 条 ,构成 一 个 复杂 的 图 象 。 在 这 四 十 五 个 Pascal 
氮 与 六 十 条 Pascal 线 之 间 ， 有 许多 有 趣 的 几何 性 质 ， 曾 为 不 少 
几何 学 家 如 Steiner, Cayley, Kirkmann, Veronese 等 的 探讨 对 象 ,人 参 
看 Salmon [1] 一 书 之 末 的 注释 ， 然 而 ,他 们 所 发 现 的 许多 有 趣 的 
定理 都 是 这 些 点 与 线 之 闻 的 线性 关系 , 即 点 共 线 或 直线 共 点 之 类 . 
因此 我 们 提出 这 样 的 问题 : 在 四 十 五 个 Pascal 点 与 六 十 条 Pascal 
线 之 间 , 有 些 什 么 样 的 二 次 或 甚至 更 高 次 的 关系 ? 
这 样 的 天 系 自然 是 存在 的 。 例如, 任意 两 条 Pasal 线 上 的 六 
个 Pascal 点 , 即 具 有 一 个 二 次 关系 ， 它 们 位 于 由 这 两 条 Pascal 线 
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所 组 成 的 退化 二 次 曲线 上 . 显然 这 样 的 二 次 关系 是 不 足 道 的 。 央 
此 ,我 们 就 最 简单 的 情形 提出 下 面 的 间 题 ， 在 四 十 五 个 Pascal 点 
中 ， 有 和 否 六 个 点 能 位 于 一 非 退 化 的 二 次 曲线 上 ? 
我 们 采用 了 下 面 的 方法 来 考虑 这 -一 问题 。 
在 由 1, 2,"… ,6 所 生成 的 对 称 群 5 中， 考虑 一 个 阶 数 为 6 
的 子 群 G, 例如 由 循环 
g 一 (123456) 
所 生成 的 循环 群 
G; = {1, g, 8 5 8 
今 考虑 任 一 Pascal 点 
= Piit 
以 G PETRI 作用 于 P, 得 点 
oP = PatsothatD 
试问 : 由 了 与 Ce 所 生成 的 六 个 点 
P, gP, g’P,*'", gP 
是 否 在 同一 二 次 曲线 上 9? 
根据 Paar 一 AiAi AA 5 g = (123456) 的 相互 关系 ,可 
把 四 十 五 个 Pascal 点 分 成 十 种 类 型 , 列表 于 下 。 其 中 第 二 种 与 最 
后 一 种 实际 上 属于 同一 类 型 ， 
AP= A;A; N Axfı XA gP 的 二 次 关系 
AAN Ad 不 存在 二 次 关系 
AA:N d:d; 不 存在 二 次 关系 
A14; 八 A3A。 在 两 条 Pascal 线 所 成 的 退化 二 次 曲线 上 
A14; 八 A444 在 两 条 重合 Pasa 线 所 成 的 退化 二 次 曲线 上 
A1A4; 八 A2A4 不 存在 二 次 关系 | 
Aid; N A:d; > 
AA;NA:A 不 存在 二 次 关系 
AANAA: 不 存在 二 次 关系 
444; 作 4144。 不 存在 二 次 关系 或 无 意义 
AyAsNAsA 不 存在 二 次 关系 
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上 表 中 唯一 不 易 决 定 的 是 
Pias = 414: A Aå; 

这 一 情形 ， 今 应 用 本 章 的 机 械 化 方法 并 在 计算 机 上 实施 ， 经 验证 
所 得 六 操 确 在 同一 二 次 曲线 上 ,由 此 获得 了 下 面 的 定理 ， 

定理 ix g= (123456), = Ad; N Ads M 

P, gP,- -, gP 

等 六 后 在 一 非 退 化 的 二 次 曲线 上 。 从 不 同 的 8 与 P 所 得 这 一 类 二 
次 曲线 有 六 十 个 ， 

我 们 所 用 的 计算 机 是 一 种 台式 计算 机 ， 其 每 秒 速度 加 法 为 三 
干 次 ,计算 时 间 用 了 近 六 十 个 小 时 。 如 果 改 用 一 台 每 秒 二 ,三 十 万 
次 的 小 型 计算 机 ， 不 到 一 小 时 可 证 明 完 毕 。 由 此 可 见 我 们 所 用 机 
械 化 方法 的 效率 .通过 对 六 个 点 And 的 不 同 组 合 与 排列 ， 
应 能 将 存在 于 四 十 五 个 Pasa 所 之 间 的 所 有 可 能 的 非 退 化 二 次 
关系 全 部 找 出 并 加 以 证 明 而 无 多 大 困难 .甚至 可 以 同样 考虑 存在 
其 间 的 非 退 化 三 次 关系 以 及 其 它 错综复杂 的 关系 。 这 对 于 传统 的 
方法 (不 论 是 综合 的 还 是 解析 的 ) 来 说 ,几乎 是 无 法 做 到 的 . 

本 节 举 出 了 若干 例子 ， 说 明 机 械 方法 的 作用 ， 自 然 不 论 是 机 
器 证 明 还 是 机 器 发 明 ， 都 可 以 运用 通常 的 传统 方法 。 下 面 是 例 6 
中 定理 的 一 个 直接 证 明 ， 

记 Pw, 为 41, 又 依次 记 gd4d7， An gA 为 Ass Agtta 
An. 要 证 A7, Ass***, A 等 六 点 在 同一 二 次 曲线 上 ， 只 需 证 明 
ArdsAyAnAsAn 为 一 Pascal 六 角形 即 可 ,而 后 者 相当 于 须 证 明 

As = ABs N Asda Au = AsduNAsAn 
As = Andu AsAw 
在 同一 直线 上 . 

今 依 假设 4,，4，…，45 在 同一 二 次 曲线 上 ， 因 而 AAAs 
Asd:4, 是 一 Pascal 六 角形 , 故 三 点 

Aid; A dids = A, AAN Aid, = As Asd AAA, 

在 一 直线 上 . 换言之 ， AzAsN Aidas RI% An. 
同样 从 4445434414 是 Pascal KA É F KI Adı AsAs 
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=A MM A,As;sA,A4,AzA; 是 Pascal 六 角形 知 A,A;N AAs4= Ass. 
最 后 从 AAAs A6AA4 是 Pascal 六 角形 见得 Ay» Auw 45 在 
一 直线 上 , 故 知 An Au’, Au 在 同一 二 次 曲线 上 。 WARAK. 
上 述 证 明 简 明 而 直观 ,充分 体现 了 传统 纯 几 何 证 法 的 特色 .但 

是 ,正如 Deseartes 所 指出 的 那样 ， 每 一 个 这 样 的 证 明 都 需要 一 番 
巧 思 , 个 别 的 定理 需要 个 别 的 证 明 ,也 就 需要 个 别 的 巧 思 . 机 器 证 
明 则 恰好 与 之 相反 ， 只 需 在 理论 上 证 明 某 一 类 定理 或 某 一 种 几何 
可 以 机 械 化 并 给 出 机 械 化 方法 , 则 不 论 是 这 一 类 中 的 哪 一 个 定理 ， 
其 证 明 都 将 是 一 样 的 ,无 分 难 易 , 且 在 机 器 的 容量 、\ 速度 等 许可 的 
和 范 围 内 ， 都 可 在 机 器 上 付 诸 实施 ， 无 需 作 任何 其 它 的 考虑 。 在 这 
里 ， 机 器 证 明 与 传统 证 明 的 关系 类 似 于 代数 与 算术 方法 之 间 的 关 
系 。 以 所 谓 鸡 免 共 笼 这 一 四 则 问题 为 例 ， 算 术 方 法 假设 鸡 有 四 足 
或 免 有 两 足 , 可 谓 极 尽 巧 思 之 能 事 。 解 法 也 生动 美妙 , 引 人 人 胜 . 
相反 代数 方法 ( 即 我 国 古 代 的 天 元 术 ) 是 机 械 而 枯燥 乏味 的 ， 但 它 
对 整个 一 大 类 问题 都 切实 可 行 ， 而 不 是 仅 适用 某 一 个 别 问题 。 在 
开始 时 ， 代 数 方法 或 天 元 术 的 创立 还 只 是 针对 着 某 一 类 问题 以 求 
“省 功 数 倍 ” 而 已 ,但 发 展 至 今 , 其 作用 已 是 人 所 共 知 的 . 

HE ”作者 在 HP1000 小 型 计算 机 上 依据 本 书 所 述 的 机 械 化 方法 编 成 程序 并 作 
了 一 些 试验 * 其 中 包括 机 器 发 明 的 实例 , 现 介绍 如 下 ; 

1. 反 倾 中 心 定 理 与 反 倾 中 心 线 定理 . 

在 平面 上 固定 一 直线 !, 则 两 直线 loh ES 1 所 成 的 角 互 补 时 , 即 称 Ll (对 D 
BH. 

定理 1 过 任 一 三 角形 ^44:4， 的 三 个 顶点 各 作对 边 的 反 倾 直 线 必 相交 于 一 
点 ?这 一 点 称 为 AAAA 《对门 的 反 倾 中 心 . 

定理 2 ” 任 一 完全 四 边 形 所 定 四 个 三 角形 的 四 个 反 倾 中 心 必 同 在 一 直线 上 ， 

这 两 个 定理 在 HP 1000 上 证 明 所 需 和 的 运行 时 间 各 为 一 分 多 钟 与 四 分 多 钟 . 

2. 本 节 例 5 的 Pappus AEM. 

Pappus 点 定理 在 HP 1000 上 证 明 的 机 器 运行 时 间 约 为 三 十 三 分 钟 ， 

这 一 定理 系 在 1980 年 时 发 现 并 在 HP 9835A 上 证 明 的 。 当 时 曾 有 打印 记录 ， 但 
未 录 下 运行 时 间 * 大 约 为 二 十 小 时 左右 ， 

3. 本 节 例 6 的 Pascal 圆锥 曲线 定理 ， 

在 HP 1000 上 证 明 的 机 器 运行 时 间 约 为 一 小 时 二 十 三 分 钟 ， 

这 一 定理 也 是 在 1980 年 时 发 现 并 在 HHP9835A 上 证 明 的 . 当时 也 有 打印 记录 ， 
且 基 证明 所 需 时 间 为 六 十 小 时 云 右 ， 

以 上 三 定理 在 HP 1000 机 上 的 证 有 明 过 程 都 有 和 较 详 细 的 打印 记录 ， 
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又 补 注 ” 由 于 在 机 器 操作 中 计算 过 程 在 屏幕 上 详细 显示 , 故 以 上 列举 的 时 间 远 远 
超过 实际 的 CPU NA. 我 国 现在 美国 Texas 州 Austin 大 学 攻读 博士 学 位 的 周 成 表 
(S. ©. Choo) 同志 已 依 我 们 的 方法 编 成 程序 在 Dec-20 机 上 实施 ,证 明了 150 个 党 
用 几何 中 的 定理 ,并 发 明了 一 些 有 趣 的 定理 ,下 面 是 其 中 之 一 : 

作 一 三 角形 外 接 贺 的 同心 圆 , 在 此 器 上 任 一 点 作 三 角形 三 边 的 委 线 其 垂 足 所 成 三 
角形 的 面积 是 一 常数 。 在 同心 圆 即 是 外 接 圆 自身 时 ,这 一 常数 是 0* 即 三 重 足 在 一 直线 
上 :也 即 通常 的 Simson 定理 ， 

ana Tr <Proving Elementary Geometry Theorems Using Wu s Algorithm) 
见 美国 放学 会 编 的 Cointemporary Mathematics 一 书 ; 此 书 将 于 1984 年 出 版 ， 
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第 五 章 (常用 ) 有 序 几 何 的 机 械 化 定理 


5.1 有 序 几 何 定理 证 明 机 械 化 概述 


在 前 两 章 中 ,所 考虑 的 几何 不 假定 任何 次 序 关 系 , 例 如 无 序 的 
Pascal 几何 垂直 几 何等 ， 对 于 这 一 类 几何 ,在 采取 坐标 系统 后 , 定 
理 的 叙述 仅 牵 涉 到 一 些 等 式 关 系 。 我 们 已 提出 了 机 械 化 的 证 明 方 
E. 这 种 方法 , 通常 是 其 为 有 效 的 , 可 用 以 证 明 颇 不 简单 的 定理 . 
实践 将 说 明 此 种 方法 对 于 无 序 几 何 的 有 效 程 度 ， 在 计划 缮 写 的 
《几何 定理 机 器 证 明 的 理论 ,方法 与 实践 》 一 书 中 ,将 详细 说 明 这 种 
方法 的 具体 步骤 ,程序 编制 以 及 在 计算 机 上 的 实践 ,并 将 举 出 很 多 
实例 。 本 书 则 仅 局 限于 基本 原理 这 一 部 份 。 若 几何 假定 了 某 种 次 
序 关 系 ， 而 定理 的 叙述 、 特 别 是 终结 部 分 又 牵涉 到 这 种 次 序 关 系 
时 ,情况 就 不 仅 要 复杂 得 多 ,而 且 还 将 有 本 质 上 的 不 同 。 这 时 在 理 
论 上 虽然 也 有 机 械 化 的 证 明 方 法 ,但 效率 是 不 高 的 ,目前 似乎 还 难 
以 据 之 证 明 较 不 简单 的 定理 . 

在 六 书 第 一 、 二 了 两 章 中 , 曾 提 到 过 以 下 几 种 有 序 几 何 : 

1. 有 序 Pacal 几何 一 一 中 在 第 一 章 所 定义 的 ”Pascal 几何 中 | 
添 入 次 序 关 系 并 满足 Hilbert 次 序 公理 HI 的 几何 . 

2. 有 序 垂直 几何 一 一 见 第 二 章 . 

3. 有 序 度量 几何 一 一 见 第 二 章 . 

4. 季 用 几何 一 一 妈 第 一 章 1.1 节 中 具有 Hilbert 《几何 基础 》 
中 所 提 到 的 关联 ,次 序 、 人 金 合 、 平 行 那 些 基本 关系 并 满足 所 有 五 类 
公理 HI-HYVY 的 那 种 几何 ,文献 中 通常 称 为 欧 几 里 得 几何 

为 简单 起 见 , 上 述 任 一 类 型 的 有 序 几 何 都 称 为 通常 有 序 几 何 . 
本 章 中 有 了 时 还 将 通常 两 字 略 去 而 简称 为 有 序 几 何 ， 

每 一 种 有 序 儿 何 附属 数 域 都 是 一 个 有 序 域 ， 特 别 是 常用 几何 
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的 附属 数 域 即 为 通常 的 实数 域 。 这 些 几 何 的 定理 证 明 机 械 化 河 
题 ， 有 赖 于 附属 数 域 关 于 次 序 方面 的 性 质 ， 为 此 先 对 有 序 域 作 一 
人 简单 概括 如 下 ， 详 细 论 证 可 参阅 Van der Waerdeu [1] 第 十 章 或 
[2] 第 九 草 ，Artin [1] 第 一 章 第 9 节 ，jJacobson [1] 第 五 章 , 以 及 
Artin-Schreier [1] RX. 又 因 所 芳 读 的 几何 无 限 公 理 都 成 立 ， 故 
相应 的 附属 数 域 的 特征 都 是 0, 对 此 不 再 作 说 明 . 

定义 1 数 域 改 称 为 一 有 序 域 ， 如 果 及 中 除 0 以 外 的 数 可 分 

成 两 部 分 KH 与 K, 满足 以 下 性 质 : 

1. 若 aeKt, Wi-aeK’, 反之 ， 若 ac K`, Nj—ac K+, 
2.#a,bekKt, W a+beK+, H abeKt, 
对 于 一 个 有 序 域 人 , KY 中 的 数 称 为 KK 中 的 正 数 , KH 

称 为 发 中 的 负数 . 若 a 一 bE 及 +， 则 记 成 a >5 或 5 二 a, 又 记 

4 的 绝对 值 为 la| = 0, a 3 —a, Mam0, ac Kt, acK 

ME. 

从 定义 可 知 ,在 一 有 序 域 中 ,其 整数 与 有 理 数 都 保持 了 通常 的 

次 序 关系 ,例如 十 1 为 正 数 , 一 1 为 负数 ， 
定义 2 数 域 KK 称 为 一 形式 实 域 ， 如 果 K 中 任意 有 限 多 个 数 

的 平方 之 和 都 不 等 于 一 1. 
定义 3 数 域 KK 称 为 一 实 闭 域 ,如 果 KK 是 一 形式 实 域 ,而 任 一 

K 的 代数 扩 域 只 需 不 与 KK 相同 , 即 不 是 形式 实 域 . 
定义 4 有 序 域 KK 上 的 一 个 多 项 式 

f= f(x za) EKI rittt za] 
称 为 是 正定 的 (或 半 正 定 的 ), 如 果 对 K 中 的 任意 数 ci,… "san Ab 
有 
Kan’) > 0 (或 帮 o var) 过 0) 

如 有 果 一 1 是 正定 的 (或 半 正 定 的 ), 则 称 f 是 负 定 的 (或 半 负 定 的 ). 
以 下 是 有 序 域 方面 对 于 几何 机 械 化 要 用 到 的 一 些 主 要 结果 ， 
定理 1 一 个 非 形式 实 域 不 可 能 引进 次 序 ， 使 之 成 为 一 有 序 

域 , 反 之, 任 一 形式 实 域 至 少 可 引进 一 种 次 序 使 之 成 为 一 有 序 域 ， 
定理 2 若 必 是 有 序 域 ， 则 有 一 且 除 等 价 的 扩张 外 只 有 一 实 
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闭 的 代数 扩张 监 , 使 及 中 保持 了 K 中 的 次 序 , 即 , 。, bE KK 而 在 K 
Ha<b (R a>b, a= 6) 时 ,作为 民 中 的 元 素 仍 同 样 有 4 二 
b (或 a>b, a=b). 

定理 3 有 理 数 域 Q 只 有 一 唯一 确定 的 次 序 , 使 整数 保持 通 
种 的 次 序 而 成 为 一 有 序 域 , 且 Q 上 有 一 且 除 去 同 构 外 只 有 一 实际 
的 代数 扩张 域 。 

定理 4 (Role TREE) RELF, f) € R[x] ÆR 
上 的 多 项 式 ， 若 a, bER, 而 f(a) <0, I8) > 0， 则 在 及 中 必 
有 一 数 c, Æa, b 之 间 使 f(c) 一 0. 

作为 定理 4 的 推论 有 下 面 的 定理 ， 

定理 5 KREIHR:N 

1.R 中 任 一 正 数 丛 有 两 平方 根 ,其 绝对 值 梢 等 而 符号 相反 . 

2. R 上 任 一 奇 次 多 项 式 方 程 Kx) = 一 0, 至 少 在 RR 中 有 一 个 


对 于 一 个 实 闭 域 来 说 ,有 下 面 的 定理 . 
Sturm 定理 设 民 是 实 团 域 ,f(x) 是 民 上 次 数 大 于 0 的 多 项 
式 , f(x) 为 f(x) 的 形式 导数 , 作 fC) 的 Sturm 序列 
S = {f(x), hle) teta f(x)} 
AHHAÄRRHARER 
fols) = Fr) f(x) = f'(x) 
f(x) 一 a fC) 一 fr) degf, < degf, 


RED, = Ph Í, il), degf;+ı < degf; 


fsa) = qx)f Cx) — fx) 一 0 
对 于 任 一 cE R, 而 f(c) 关 0, 命 V(c) 为 序列 
{le} Fıle)s* fCc)} 
中 的 符号 变化 数 ， 当 Ha) #0, Kb)#r0, a, bER, Ma<b 
Kr, f(x) = 0 在 区 间 (a, b) 上 不 同根 的 个 数 等 于 7(e) 一 了 (2 )， 
定理 5 中 的 1 和 2 是 作为 实 闭 域 的 两 条 特征 性 质 。 事实 上 ， 
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有 的 著作 也 称 满足 1 和 2 两 性 质 的 有 序 域 为 实 闭 域 , 而 Storm E 
理 的 证 明 也 只 依赖 于 这 两 性 质 ,请 参阅 Jacobson [11 5.25. 

与 实数 域 ,复数 域 间 的 关系 相仿 ,有 下 面 的 定理 . 

定理 6 ”一 个 实 闭 域 R 在 沃 加 了 W 一 1 这 一 代数 元 素 后 所 得 
的 代数 扩 域 RCV 一 1) 是 代数 闭 的 。 反之 ， 若 一 形式 实 域 R ER 
加 了 w 一 1 后 成 一 代数 闭 域 , 则 及 是 实 闭 域 ， 

由 这 一 定理 知 任 一 实 闭 域 民 上 的 方程 =G) € R[x]) 
的 根 都 在 RCV 一 中， 如果 这 些 根本 身 就 已 不 在 民 中 , 则 将 成 对 
地 以 a 土 bY 一 1 互相 共 轿 的 形式 出 现 , 这 里 a, 5 ER， 根 的 对 称 
浮 数 也 可 以 构造 性 地 通过 对 f(x) 一 0 的 系数 计算 而 得 ,这 与 通常 
的 情形 相同 . 

今 设 K 是 一 有 序 域 ， 则 KK 中 数 之 间 的 不 等 式 关系 可 从 某 些 方 
程 是 否 有 解 的 存在 关系 导出 。 这 里 有 解 意 指 在 其 中 有 解 ， 下 面 不 
再 另 作 说 明 . 例 如 , 若 设 a, 8 等 为 K 中 的 数 ,而 r y 等 为 变量 , 则 

ax = 1 (在 K 中) 有 解 过 4 二 0 


a > azo 
Paano. s a20 
2 一 一 5. > 0 二 0 
br = 1 之 a,b AS, 即 关 0 日 癌 为 正 或 
同 为 负 
abr? = CO] > a,b R5 
ax = ] ++, Herr. > a0 


如 果 政 不 仅 是 有 序 域 旦 是 一 实 闭 域 或 满足 1 和 2 两 性 质 的 有 
序 域 , 则 上 面 诸 式 不 仅 是 导出 关系 而 且 是 等 价 关 系 ， 这 时 , 数 的 不 
等 式 关 系 完全 可 转化 为 方程 有 解 与 否 的 存在 关系 . 

今 设 任意 一 种 如 本 节 开 首 所 说 的 有 序 几 何 ， 这 种 几何 的 附属 
数 域 将 是 一 有 序 域 必 .在 取 定 适当 坐标 系统 后 ， 这 种 几何 中 如 关 
联 , 平 行 . 垂 直 等 基本 关系 就 都 用 坐标 间 的 等 式 关 系 来 表达 ， 但 另 
一 种 关于 次 序 的 基本 关系 , 则 须 四 坐标 间 的 不 等 式 关 系 来 表达 , 试 
依 第 三 章 3.3 节 所 述 略 举 数 例如 下 : 
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[ 例 1] 对 位 村 同一 直线 上 的 三 所 
A, = (a, a4) A, = (a,, as) A; = (a;, a) 
点 4; 在 Ao As 之 间 这 一 次 序 关系 可 表示 为 
a, < a < a; IX, a; > 03 > a; I a4 < as < ag EX a4 > as D ae 
或 
(a — a); — a3) < 0 BX (as — a) (as — a) < 0 
因而 依 前 述 这 一 次 序 关 系 可 从 以 下 方程 的 有 解 性 质 导出 : 
(a; — a,)(a; — a) x’ = 一 1 有 解 
或 
(as = a4)(as 一 ab) 刀 一 一 1 有 解 
XRS REE KTA. WR KEKA EKAR, A: E A, 
43 之 间 的 几何 事实 即 与 上 述 方程 的 有 解 等 价 . 
如 果 直 线 用 参数 方程 表示 , 而 参数 为 :，A; 各 相当 于 = t, 
则 A E A, A 之 间 的 次 序 关系 可 表示 为 一 个 不 等 式 关 系 
(t2 — A) ta — t) <0 
因而 可 从 一 个 方程 
(t — 1) it)x = — 1 
的 有 解 性 导出 或 与 之 等 价 ， 
[ 例 2] 两 点 4 一 (a a), A= (a a) 在 一 直线 
le L(x x) = cx, H exi H e= 0 
的 同 侧 (或 异 侧 )。 这 一 几何 关系 相当 于 
L(asa;) = cia, + caa Ec 
3 
L(a,>a;) = cal + ca 十 cs 
符号 相同 (或 相反 )。 因 而 可 从 方程 
(cia, + c83 十 c3)(cıaı + caaz + ca) = +1 (ARM) 
或 
(cia, e202 + ca)Ccia, ten: + ca)? —1ı 〈 异 侧 时 ) 
在 民 中 有 解 这 一 性 质 所 导出 。 Æ K 为 实 团 域 时 , 则 4, d 是否 在 
I 同 侧 或 异 侧 , 与 前 一 或 后 一 方程 是 否 有 解 等 价 . 
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今 券 虑 上 述 有 序 几 何 中 的 任 一 定理 ,并 设 几 何 附属 数 域 为 下， 
MAK 为 下 的 一 个 实 闭 代数 扩 域 。 在 适当 坐标 系统 下 ,这 一 定理 
的 假设 与 终结 部 分 都 将 用 一 些 K 中 的 等 式 或 不 等 式 关 系 来 表达 . 
如 果 我 们 在 诸 点 坐标 之 外 引进 一 些 新 的 变量 , 则 依 前 面 所 述 , 这 些 
不 等 式 关 系 都 可 用 这 些 新 变量 的 多 项 式 方程 在 KK 中 有 解 的 关系 来 
代替 .这 时 可 根据 终结 部 分 是 等 式 还 是 不 等 式 的 关系 而 把 定理 分 
成 两 类 如 果 定 理 的 终结 部 分 不 牵涉 到 次 序 关 系 ， 因 而 可 用 下 中 
通常 的 等 式 关 系 来 表达 ， 且 这 些 等 式 中 的 变量 都 是 原来 的 坐标 变 
量 时 ,这 种 定理 称 为 等 式 型 定理 ,否则 称 为 不 等 式 型 定理 .例如 在 
常用 几何 中 ,下 述 定 理 即 是 一 等 式 型 定理 . 

定理 7 在 一 三 角形 的 各 边 上 向 外 侧 各 作 等 边 三 角形 ， 则 将 
原 三 角形 各 顶点 与 对 边 上 等 边 三 角形 对 面 顶点 相连 所 得 的 三 直线 
必 相 交 于 一 点 。 

在 这 一 定理 中 ,假设 部 分 牵涉 到 次 序 关 系 , 而 终结 部 分 则 只 与 
关联 关系 有 关 ， 

再 考虑 下 一 定理 . 

定理 8 ”三 角形 的 九 点 圆 与 内 切 圆 相 内 切 而 与 旁 切 圆 相 外 切 . 

由 于 区 的 内 外 切 牵 涉 到 次 序 关 系 ， 因 而 这 是 一 条 不 等 式 型 定 
理 . 但 如 果 我 们 不 要 求证 明 九 点 贺 与 内 旁 切 圆 内 切 或 外 切 ， 而 只 
要 求证 明 其 相 切 ， 则 终结 即 不 再 率 涉 到 次 序 关 系 。 如果 九 点 圆 与 
内 旁 切 圆 的 半径 各 以 .R 与 > 来 表示 ， 九 点 圆心 与 内 旁 切 圆心 的 距 
离 用 4 来 表示 , 则 两 圆 的 相 切 关系 将 用 下 面 的 等 式 来 表达 : 

Rt + rf + dt — 2R’r 一 2RR — Lr = 0 
因而 这 时 的 定理 力 是 一 个 等 式 型 定理 ， 

这 样 的 定理 在 初等 几何 中 不 胜 枚 举 ,一 般 说 来 ,由 于 角 的 概念 
在 无 序 几何 中 不 存在 或 至 少 不 确 定 ， 两 条 交 线 的 分 角 线 有 两 条 而 
无 法 区 别 ,因而 几 涉 及 角 及 分 角 线 的 定理 时 ,往往 会 有 上 面 的 情形 
RE, | 

对 于 一 个 等 式 型 定理 ,在 引入 若干 新 变量 后 ,原来 的 假设 部 份 
将 表示 成 在 外 中 新 旧 变 量 之 间 的 等 式 关 系 ,而 终结 部 份 则 是 原来 
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那些 变量 之 间 的 等 式 关 系 , 其 系数 不 仅 在 民 中 且 在 原来 未 经 扩充 
的 数 域 基 中 (实际 上 都 可 取 为 整 系数 ).。 这 时 定理 的 代数 形式 将 取 
第 四 章 4.1 节 中 的 那 种 形式 : 从 基 一 数 域 上 某 些 变量 的 一 组 多 项 
式 关 系 推 出 在 同一 数 域 这 些 变量 (事实 上 是 假设 中 变量 的 一 部 份 ) 
的 另 一 多 项 式 关 系 , 而 且 这 些 多 项 式 的 系数 事实 上 都 可 取 为 整数 . 
于 是 ,依据 这 一 章 的 方法 即 可 得 下 述 定 理 . 
机 械 化 定理 1 任 一 (通常 ) 有 序 几何 的 等 式 型 定理 有 机 械 化 
对 于 不 等 式 型 的 定理 ， 情 况 就 完全 不 同 。 命 定理 假设 部 份 中 
的 变量 为 x,，***，x， 则 定理 的 终结 部 份 是 Sto teo tm EBS 
不 等 式 关 系 。 在 引入 又 一 新 变量 设 为 y 后 ， 这 一 不 等 式 关系 等 价 
于 一 个 > 的 方程 
BCIs Xrist "> Lm) 一 0 
在 实 闭 域 KK 中 是 否 有 解 的 问题 .这 是 一 个 方程 解 的 存在 问题 ,与 在 
等 式 型 定理 导致 到 等 式 间 相互 推 福 ， 即 所 谓 公 式 演化 一 类 的 问题 
上 有 本 质 的 区 别 , 两 者 的 处 理 方式 也 有 着 本 质 的 区 别 .在 将 不 等 式 
型 定理 的 假设 部 份 引 进 一 些 新 变量 以 转化 成 KK 中 的 等 式 关系 ， 并 
设 新 旧 变 量 为 ns xa 后 ,定理 将 转化 成 下 面 形式 的 代数 问题 : 
KAFBRKSKLER xz 的 多 项 式 组 
= {fi 5 xa)} 
其 中 记 只 有 有 限 多 个 ， 又 设 另 一 变量 与 另 一 发 上 的 多 项 式 方程 
g(y> Ki’ x) = 0 
试 寻求 一 机 械 化 方法 ,以 判断 对 KRK 中 任意 满足 诸 方程 
f:Cxis <.. x) =0 
的 数 arst to ans 方程 | 
gly, atts an) = 0 
在 KK 中 是 否 恒 有 解答 . 
答案 是 正面 的 , 即 所 谓 Tarski 定理 。 其 证 明和 方法 将 在 下 市 
中 讨论 。 由 此 即 得 下 面 的 定理 . 
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机 械 化 定理 2 任 一 通常 有 序 几 何 的 定理 都 有 机 械 化 证 法 . 

逢 着 重 指出 的 是 : 这 里 不 论 是 机 械 化 定理 1 还 是 2, 都 不 能 
包括 第 五 章 甚 至 第 四 章 的 机 械 化 定理 。 这 是 因为 这 里 的 机 械 化 定 
理 只 适用 于 真正 有 序 的 几何 ， 因 而 附属 数 域 下 必须 是 有 序 域 。 但 
在 第 五 章 或 第 四 章 中 的 机 械 化 定理 所 适用 的 几何 不 必 有 次 序 关系 
甚至 不 必 有 可 能 引进 次 序 关 系 ， 例 如 在 垂直 几何 中 ， 迷 向 线 存在 
或 复 儿 何 的 情形 即 是 如 此 .因而 第 四 、 五 章 与 本 章 的 机 械 化 定理 
彼此 不 相 统 属 ， 而 且 在 两 种 机 械 化 方法 都 适用 的 那 种 几何 与 定理 
中 , 即 互相 交叉 的 部 份 , 第 四 ,五 章 中 的 方法 与 本 章 的 方法 完全 不 
同 , 且 前 者 要 比 后 者 有 效 得 多 . 


5.2 Tarski 定理 与 Seidenberg 方法 


上 节 指 出 ， 有 序 几何 的 不 等 式 型 定理 在 适当 坐标 系统 下 可 化 
为 -一 纯 代 数 问题 ,而 这 一 问题 可 依 Tarski 定理 得 到 解决 ， 但 不 论 
是 Tarski 原来 的 方法 或 是 其 后 的 ”Seidenberg 简化 都 是 极其 复杂 
的 ， 这 些 方 法 不 仅 难 见 实 效 ， 而 且 所 得 解答 也 不 能 完全 符合 几何 
上 的 要 求 ， 故 以 下 将 先 把 这 一 代数 形式 的 问题 转化 成 其 它 形式 再 
依 加 以 修改 后 的 Tarski-Seidenberg 方法 来 处 理 . 为 此 先 重 述 上 节 
末 的 代数 问题 如 下 。 凡 提 到 多 项 式 时 ， 若 非 男 有 声明 都 将 假定 是 
整 系数 多 项 式 , 凡 多 项 式 组 都 将 假定 只 有 有 限 多 个 多 项 式 , 这 些 都 
不 再 作 说 明 . 

代数 问题 1 

设 玉 是 实 闭 域 ,又 设 一 多 项 式 组 

E = {Fila xa)} 
与 一 多 项 式 gly, 25° 9%) DES REEM, R HEM 


假设 : fi(x1,*: ”> Xn) = 0 f;€ 之 
导出 
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终结 ， gy, X, Xp) = 0 
在 K 中 是 否 有 解 的 机 械 化 方法 . 

详 言 之 , 当 对 任意 acK, k= 1, n 方程 gO, attt 
oz) 一 0 都 有 解 时 ,相应 的 几何 定理 成 立 。 FA 使 上 方程 无 解 ， 
则 相应 的 几何 定理 至 少 对 于 = ar 这 种 情形 不 成 立 ， 

由 于 我 们 只 需 考 虑 几何 定理 的 非 退 化 (generic) 情形 ,可 把 退 
化 情形 置 诸 不 论 。 因 为 , 退化 情形 或 无 几何 意义 ,或 甚至 不 成 立 ， 
故我 们 真正 需要 解决 的 代数 问题 与 上 面 问 题 1 并 不 完全 一 致 。 实 
质 上 的 问题 在 于 求 得 一 组 非 退 化 条 件 

A = {Dt D,} 
其 中 D; 也 是 reteto en 的 整 系数 多 项 式 , 使 得 在 

D; #0 (D; € A) 
的 附加 条 件 下 来 判定 g 一 0 是 否 有 解 即 可 。 这 一 形式 的 代数 问题 
解决 起 来 不 仅 比 原来 的 问题 1 简单 得 多 ， 而 且 还 符合 几何 要 求 的 
实际 情况 . 

其 次 ,上 面 的 终结 多 项 式 gly, x) 并 不 是 任意 的 ,而 

系 依据 几何 定理 的 原意 从 某 一 多 项 式 不 等 式 

hC zis 43 2n) > 0 B 二 0 
经 引 人 新 变量 y 后 转化 而 来 , 即 

g = yıhrl 
其 中 在 4 > 0 时 取 一 号 ,h 二 0 时 取 十 号 ,我 们 将 不 从 正面 证 明 
定理 成 立 ( 在 车 干 非 退 化 条 件 下 ), 而 将 证 明 其 反面 的 定理 不 成 立 ， 
即 证 明 下 述 方程 与 不 等 式 关系 的 组 
jx 2n) 一 0 (FE) 

h(xis***, Lr) SO a0 

ER pR. 换言之 , 若 引 人 新 变量 z HE 
g(z，xz Xn) = 2 十 h(x Yn) 

其 中 取 士 或 一 号 视 4 和 0 或 之 0 而 定 。 原 来 定理 成 立 的 证 明 相 当 
于 证 明 方 程 组 

fiCeist tta tn) 50 (her) 
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glz, x xyo) 一 0 
在 若干 附加 条 件 下 在 KK 中 无 解 。 
Afk Seidenberg， 置 
PF(z，xi *, Xn) = 23 + 
由 于 民 是 实 闭 域 ， 在 时 中 方程 组 有 解 与 否 和 F= 0 有 解 与 否 相 
同 , 义 如 前 从 几何 上 只 需 考虑 韭 退 化 情形 即 可 , 故 最 后 导致 下 面 的 
问题 : 
代数 问题 2 
设 实 闭 域 K 与 变量 z, rotter 以 及 一 多 项 式 
F(g, Xis*°**», Xn) 
求 一 机 械 化 方法 ,使 在 有 限 步 下 能 求 得 一 组 25°, 的 多 项 式 
A= {D1,*……， D,} 
并 能 据 之 以 判定 方程 与 不 等 式 关 系 式 组 
F(z, xi xn) 一 10 
D;C xst tts Xn) #0 (D; € A) 
在 中 是 否 有 解 . 
如 果 判 定 的 结果 无 解 , 则 原来 的 几何 定理 在 非 退化 条 件 疡 + 
0 下 成 立 。 否则 在 同样 的 非 退 化 条 件 D; < 0 下 原来 的 几何 定理 
不 成 立 。 对 于 D; 应 限制 为 D; 一 0 不 能 从 F 一 0 推出 ,参见 第 四 
章 41. 
Tarski-Seidenberg 的 方法 虽 可 用 以 解决 比较 一 般 的 代数 问题 
1, 但 并 不 完全 适用 于 几何 定理 的 证 明 . 如 有 果 局 限于 代数 问题 2， 
则 方法 可 简化 许多 而 与 几何 要 求 相 符 ， 以 致 有 可 能 证 明 一 些 真 正 
较 复杂 的 定理 . 今 说 明代 数 间 题 2 的 解法 如 下 : 
解法 将 对 变量 * 的 个 数 n 进行 归纳 ,为 此 先 引 进 一 些 符号 ,对 
形式 为 
F(zg, Xs''"s Xa) 
的 整 系数 多 项 式 简 记 为 
Fa = F,(2, x”) 
这 里 
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x” = EE t3 Xn) 


HEER pha (a1>° ., an) 也 简 记 为 a”, 而 以 


x” = a” 


表示 
Xi ™ EEE Xn =™ an 
此 外 又 设 一 组 非 退 化 条 件 
An = {Das***, Daum} 
其 中 Do = Dsi《x1,"…， xa) 部 是 tis … ,xs 的 非 0 整 系数 多 项 
式 , 且 每 一 Du 关 0 都 不 能 从 F 一 0 推出 ， 简 记 
{F,, An} = Q, 
我 们 称 O, 有 解 ,如 果 对 K 中 的 任意 一 组 a", A 
Daila ™®) = 0 (Dni € An) 
方程 
Falz, a") = 0 
BEK pH. NE x = 是 上 述 方程 的 解 , 则 称 Ces a”) 满足 
0,, 于 是 有 下 面 的 定理 ， 
定理 有 一 机 械 化 方法 ,使 对 任意 多 项 式 
Fna = Frol, x”) 
可 在 有 限 步 内 求 得 一 z 5 PEZA F,_ 以 及 有 限 多 个 x 
的 多 项 式 Das ..,;. D arn 所 成 的 组 Ans 使 
Q, = {PF,, An} 
之 是 否 有 解 ,将 视 
Qa- = {F,-1, An} 
之 是 否 有 解 而 定 。 
依据 这 一 定理 即 可 解决 代数 问题 2. EMS Fa — F,(z， 
x) 出 发 ,可 依 定理 得 Fun 与 A, 从 Fa-ı 又 得 Fr- FAR 
次 类 推 , 最 后 得 一 多 项 式 Fi). 今 将 历次 所 得 
Ars Ante’ A 
合并 为 一 多 项 式 组 A, N 
Q 一 {Fas A} 
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之 有 解 与 否 ,将 视 
F(z) 一 1 

之 是 否 有 解 而 定 , 而 后 者 可 依 Sum 定理 来 判断 ， 因 此 ,在 几何 
附属 数 域 为 实 闭 域 时 ,有 一 机 械 化 方法 可 从 Fa = Falzs xz， 
xa) 得 出 一 组 非 退 化 条 件 的 多 项 式 {D} 一 A， 并 在 这 些 非 退化 
RE D#0 下 判定 F, 一 0 是 否 有 解 , 由 此 判定 在 这 些 非 退化 
杀 件 下 相应 几何 是 否 成 立 . 换言之 ， 相 应 几何 的 定理 证 明 可 以 机 
械 化 ,或 相应 几何 的 机 械 化 定理 成 立 . 

定理 解决 了 代数 问题 2, 也 解决 了 相应 的 几何 问题 。 对 我 们 
来 说 特别 应 该 一 提 的 是 : 我 们 的 主要 兴趣 在 于 希望 能 正面 证 明基 
些 定 理 ,而 不 在 于 反面 否定 某 些 定理 .对 于 前 者 ,只 需 证 明 最 后 所 
得 Ff。 一 0 在 KK 中 无 解 , 则 对 于 原来 的 多 项 式 F, 至 少 在 某 些 非 退 
化 条 件 下 方程 F, 一 0 在 中 无 解 ， 于 是 在 原来 的 几何 附属 数 域 
中 更 不 能 有 解 . 因而 即使 我 们 的 几何 附属 数 域 并 不 是 实 闭 的 ,但 
只 需 是 有 序 域 , 即 可 取 它 的 扩充 实 闭 域 , 并 应 用 上 述 结 论 ， 据 此 以 
提供 一 组 非 退 化 条 件 并 正面 证 明 在 这 些 非 退 化 条 件 下 定理 成 立 ， 
这 就 是 我 们 的 主要 目的 所 在 .至 于 在 最 后 所 得 方程 BR = 0 有 解 
的 情形 下 , 则 虽然 只 在 实 闭 域 时 可 以 得 知 定理 不 成 立 ,而 在 一 般 的 
有 序 几何 附属 数 域 时 并 不 能 据 之 以 得 出 定理 不 成 立 的 结论 ， 但 这 
本 来 就 不 是 我 们 所 关心 的 问题 ,因而 无 关 紧 要 .就 我 们 所 感 兴趣 的 
方面 来 说 ,以 上 方法 导出 的 结果 对 我 们 已 足够 了 . 

定理 的 证 明 将 依据 Seidenberg 的 简化 证 法 ,参见 Seidenberg 
[1] 与 Jacobson [1] 第 五 章 . 以 下 将 作 概 括 介 绍 ， 主 要 说 明 原 证 
上 应 该 修改 之 处 . 

Seidenberg 关于 定理 的 证 明 , 主 要 依据 下 面 引 理 中 所 说 的 几何 
EX. 

Seidenberg 引 理 设 Descartes 坐标 系 的 坐标 为 zx, y), X 
设 一 曲线 

C:flx, y) = 0 

其 中 f 为 实 闭 域 KR 中 的 多 项 式 , 若 C 有 坐标 在 KK 中 的 点 或 f=0 在 
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K 中 有 解 ， 则 在 这 样 的 点 中 必 有 一点 (a, b) 离 原 点 的 距离 为 最 
短 , 且 车 (a, b) 既 非 原点 又 非 C 的 奇 点 时 ， 在 该 点 处 曲线 C 与 过 
该 点 的 加 
S: +y [m= +)? 
tHE. 
由 于 我 们 也 需 著 虚 较 一 般 的 有 序 几 何 , 例 如 有 序 Pascal 几何 ， 
其 中 不 一 定 有 算 直 与 其 它 度量 概念 ,所 谓 Descartes 坐标 、 贺 和 距 
离 等 在 这 种 几何 中 并 无 意义 可 言 , 因 而 不 能 直接 应 用 Seidenberg 原 
证 ,虽然 如 此 ;我们 只 需 把 概念 作 适 当 人 和 修改 , 引 理 仍 能 成 立 , 原 证 明 
也 仍 能 适用 , 述 之 如 下 ， 
假设 在 有 序 几 何 中 任 一 以 《x,y) 为 坐标 的 坐标 系 T, 这 里 坐 
标 系 是 任意 的 ， 加 而 无 所 谓 贺 与 距离 等 等 但 某 些 概念 仍 可 保持 
通常 的 意义 .例如 设 由 一 个 方程 
f(x, y) 一 0 
所 定义 的 曲线 C, 这 里 f 不 妨 设 为 整 系数 多 项 式 .， 若 a, 4b WEK 
中 ,而 fa, b) 一 0， 则 称 Pla, b) 为 C 上 的 点 , 今 置 
of of 


a == —— E 一 一 


Ox |b) Oy ab) 


Æ PCa, b) EC 上 的 点 :而 

2 一 10 p=0 

则 了 称 为 C 的 一 个 奇 点 。 若是 C 上 的 点 但 非 奇 点 , 则 方程 
alxz 一 4) 十 By 一 0 一 0 

定义 了 一 直线 ， 称 为 C 在 了 点 的 切线 .这 些 定义 在 任意 坐标 系统 
下 都 有 意义 ,也 与 通常 的 概念 相同 . 但 与 通常 情形 不 同 ,虽然 在 所 
考虑 的 几何 中 并 无 刁 直 概念 ,我 们 仍 将 称 直线 

B(x — a) = aly — b) 
为 坐标 系统 了 下 C 在 了 点 的 “法 线 ”。 自 然 ,这 里 的 “法 线 ” 是 相对 
于 所 取 的 坐标 系统 了 而 说 的 ， 同样 ， 任 一 方程 (> > 0) 

x? + y? m= r? 

称 为 定义 了 这 一 坐标 系 绕 工 下 的 一 个 以 * 为 "半径 ”， 原 点 为 “中 
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D RHA ,一 个 点 (，2) 称 为 在 " 圆 " 内 ,在 “加 -上 ,或 在 - 圆 外 , 视 
d +t P< r, =r R Dr 
ME. 又 对 于 任 一 点 P, = (xos Yo)» EK 中 有 一 大 于 等 于 0 的 数 
ty RD 与 < 圆 " 中 心 (0，0) 的 “距离 "。 
今 设 点 P = (a, b) 是 曲线 C 与 圆 ” j | 
| Si? +y [= r? 


的 交点 ,这 里 
r= ga + b? 

Er >o» sS“. 设 P 非 C 的 奇 点 ,而 置 
c=ba— aß 


d = —aa — bp 

则 移 置 坐标 系统 使 新 原点 为 P, 新 坐标 轴 ,4 为 C 在 P ARER 
与 “法 线 ”, 而 新 坐标 为 x*, y 时 ,将 有 

* = p(x — a) — ely — b) 

y = a(x — a) + Ply— L) 
TEH” Ss 在 新 坐标 系统 六 下 的 方程 为 

(xz — ct ly dY =e ta 

这 里 

+ dd (+ PCa- 6’) 
HFrK2ame.H#areR,Ed+@-r,Br>o 因而 
Er =rr 之 0 时 ,5 的 新 方程 为 

(x — e) t (Gy —d em r” 

我 们 称 之 为 新 坐标 系统 了 下 以 (c, d) Ra PA, 之 0 为 
“半径 ”的 一 个 “ 圆 ”， 同 样 可 定义 "在 圆 上 - ， 在 贺 内 ”， 在 圆 外 ”， 
以 及 一 点 与 中心” 的 距离 ”等 . 

这 样 , 相 对 于 某 些 男 定 的 坐标 系统 , 仍 可 定义 圆 ,半径 .距离 等 
等 概念 ， 于 是 原来 的 Seidenberg 引 理 ， 在 这 些 相对 概念 下 仍然 成 
立 , 原 来 的 证 明 也 仍然 适用 .详细 的 论证 可 参阅 Jacobson [1] 一 
书 的 第 五 章 第 5 节 , 这 里 不 再 重复 . 

对 Tarski-Seidenberg 原 证 的 另 一 需要 修改 之 处 为 非 退 化 条 件 
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的 引入 。 例如 在 原 证 中 , 经 常 要 考虑 多 项 式 的 除法 : 设 二 …，+ 
为 参数 ， 
F(t, x) = ux? + upar 十 十 oo 
G(t, x) = Vm” + vm- 十 -十 an 
为 两 * 的 多 项 式 , 其 系数 us v 都 是 attt t ZMA. EUG 
除 F 时 , 原 证 中 需要 区 别 
Un 一 10 Um- = Oe 2 一 0 v, Æ 0 
E k=m,m— 1, 0 时 的 各 种 情形 进行 处 理 。 但 在 我 们 修 
HEERA s R RA 
Um 0 
这 一 情形 已 足 ,而 以 作为 非 退 化 条 件 莹 人 相应 的 非 退 化 集 入 中 ， 
在 诸 参 数 aa, !t, 中 有 一 设 为 TRAIN, 可 将 vn 视 为 
t ZAA MA 最 高 次 寡 的 系数 
Om = ml fi1,* a" tr_1) 
作为 非 退 化 条 件 添 入 A, 即 在 论证 时 只 考虑 
Om 5 0 

这 一 情形 ， 这 样 Tarski-Seidenberg 的 原 证 与 方法 都 将 大 为 简化 ， 

由 于 Tarski-Seidenberg 的 原 证 及 其 方法 在 Jacobson [1] 一 书 
中 已 有 详细 论述 , 详 见 该 书 第 五 章 第 3 至 6 诸 节 ;我们 将 满足 于 指 
出 简化 证 明 对 原 证 需要 修改 之 处 ， 而 不 再 作 元 长 的 叙述 。 依据 前 
面 天 于 机 械 化 证 明 的 解释 ， 可 将 本 章 的 主要 结果 概括 成 如 下 形式 
的 定理 . 

机 械 化 定理 ”与 常用 几何 相关 属 并 满足 交 线 Pascal 公理 的 各 
种 有 序 几 何 , 如 有 序 Pascal 几何 有 序 垂直 几何 、 有 序 度量 几何 以 
及 常用 几何 自身 ,其 定理 证 明 都 可 机 械 化 。 


5.3 有 序 几 何 定理 机 械 化 证 法 举例 


有 序 几何 定理 证 明 的 机 械 化 方法 与 无 序 几何 不 仅 有 本 质 上 的 
Za ,而 且 也 要 繁复 得 多 ,其 具体 情况 见 前 面 两 他。 现 仅 就 手 算 力 
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所 能 及 的 范围 略 举 数 例如 下 ， 其 中 结合 第 四 章 的 方法 进行 了 一 些 
简化 。 

[ 例 1] (Pash 公理 ) 作为 Pasch 公理 的 一 个 变形 ， 试 考虑 
下 面 的 命题 ， | 


I, 


NA Firs,xs) (0,801 E 


图 5.1 
假设 A4BC 与 一 直线 交 其 三 边 AB, AC, BC 于 D, E， 
F, BE 4, D 之 间 ,C 在 4, E ZWN FARRE B, C ZA. 
为 简化 计算 手续 , 试 取 坐 标 系 绕 以 4 为 原 氮 ,而 以 AB, AC 
为 两 坐标 畏 , 设 各 点 党 标 为 
B = (x, 0) C=(0,x,) 
D == (z,, 0) E = (0, x4) 
F =a (x, xe) 
由 次 序 关 系 的 假设 可 知 , 应 有 Yis y€ K, 使 
AEA — z;) = — 1 
yix (z — x) = — 1 
此 外 又 有 
“X 十 XiXe = Xit 
X4X5 十 Ltg = XX 
将 诸 变量 排 成 次 序 
yy rar as tr Tr 
则 经 过 整 序 ,假设 部 份 将 为 | 
yixixs = yiri + 1 
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yix = yii t 1l 
(xix, 一 Xaxs) Xs = nl, — r) 
(xix, — 2x3) Xe = Xx Xi — x) 
非 退 化 条 件 将 为 
x, #0 x #0 x. #0 
以 及 
y #0 y; #0 
这 些 非 退化 条 件 的 几何 意义 是 很 显然 的 ， 而 且 由 于 定理 假设 
者 已 自然 满足 ， 在 这 些 非 退化 条 件 下 所 要 求证 的 定理 终结 部 分 相 
当 于 
gi = xxs — x) > 0 
ga = xl — 2) > 0 
试 证 g: > 0 如 次 。 先 利用 假设 消去 xs 得 
(xix, 一 x23) ga la 一 x3) Cri — x4) 
再 利用 前 两 个 假设 ,消去 r x 得 
yiyi Ceit 一 x22) g: 
= (il + DORF + 1) 
> 0 
Et gG >. 
在 证 明 最 后 一 步 
(7 二 1) 二 ID 二 0 
中 ,自然 可 依 Tarski-Seidenberg 方法 机 械 地 进行 , 但 这 将 是 极为 繁 
复 的 . 同样 ,定理 也 可 以 改 为 证 明 某 些 方程 有 无 KK 中 的 解答 来 进 
行 . 
[ 例 2] 几何 悖 论 ” 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》， 乃 是 历史 上 按 公 
理 体系 编写 的 典范 著作 ,但 是 它 的 公理 系统 却 是 残缺 不 全 的 ,历来 
都 受到 指摘 ,而 以 平行 公理 的 独立 性 为 议论 的 集中 所 在 . 在 19 世 
纪 的 下 半 世 纪 ;, 随 着 数学 批判 思 蛮 的 兴起 ,对 欧 儿 里 得 的 公理 系统 
开始 作 较 全 面 的 分 析 、， 而 不 再 局 限于 平行 公理 。 这 时 出 现 了 一 些 
几何 悖 论 , 下 面 是 较 闭 名 的 一 个 ， 
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Er ”任意 三 角形 都 是 等 用 三 角形 . 
证 设 三 角形 ABC, 如 图 5.2, 作 C 角 的 分 角 线 与 对 边 AB 
的 垂直 平分 线 交 于 D。 作 DEL4C，DR BC， 则 由 全 合 三 角 
形 可 得 
CE = CF AE = BF 
由 此 即 得 4C = BC。 故 任意 三 角 
形 ABC 都 是 等 腰 三 角形 . E F 


关于 上 面 的 悖 论 及 其 证 明 可 EN 
人 参阅 Klein [4]， 第 202 页 或 Kline A B 


[1] 第 1007 页 ,证 明 中 的 错误 是 
因为 图 形 中 DD 点 应 在 A4BC 之 外 
而 不 应 在 A4BC 之 内 .这 可 由 次 序 公理 的 引入 来 证 明 , 而 在 《 几 
何 原 本 》 中 完全 没有 考虑 次 序 关 系 。 详 言 之 ,应 有 以 下 命题 ， 

设 AABC, D 是 C 和 角 的 分 角 线 与 对 边 48B 垂直 平分 线 的 交 
点 . 者 CD 是 内 分 角 线 , 则 DD 与 C 位 于 直线 48 BRN E CD 是 
外 分 角 线 , 则 DD 与 C 应 位 于 AB 的 同 侧 . 

这 一 命题 的 叙述 与 实际 上 几何 定理 的 所 有 叙述 同样 ， 都 只 是 
针对 非 退 化 《generic) 情形 的 ， 例 如 上 述 命题 中 , 共 4B 一 4C， 
MA c 的 内 分 角 线 将 与 4B 的 垂直 平分 线 重 合 ， 而 命题 的 叙述 本 
身 将 失去 意义 。 故 AB 一 4C 这 一 情形 须 排除 在 命题 假设 之 外 
而 作为 命题 的 退化 情况 来 处 理 。 对 于 诸如 此 类 的 非 退 化 条 件 的 出 
现 与 处 理 , 传 统 的 欧 几 里 得 证 明 方 法 是 无 能 为 力 的 ,但 我 们 的 机 械 
化 方法 则 可 给 出 系统 的 机 械 处 理 , 参 见 以 前 各 章 ,特别 是 第 三 章 的 
3.1 和 3.2 MÉ. 

作为 本 章 方 法 的 说 明 , 试 证 上 述 命题 如 次 ， 

为 使 计算 简单 起 见 , 试 取 Descartes 坐标 系统 ,以 C 为 原点 ,C 
角 所 考虑 的 分 角 线 为 第 一 坐标 轴 《这 里 不 需要 用 到 一 角 两 分 和 角 线 
互相 垂直 这 一 定理 为 于 是 了 在 第 一 办 上. 设 诸 点 坐标 为 

A = (xi, x2) B = (x3, x4) 
D = (x5, 0) 


C 


图 5.2 
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于 是 定理 的 假设 依次 为 
OD AH cA E rr + rr = O 
DE 48B 垂直 平分 线 上 SS 一 ss tt 
— x= 0 
至 于 0D 为 内 分 角 线 或 外 分 角 线 ， 则 相当 于 A, B 在 第 一 轴 的 寞 
HRANI r x 为 异 号 或 同 号 ,或 即 下 方程 有 解 : 
raxx, 一 E 
其 中 
_ 三: 《内 分 角 线 时 ) 
+1 《外 分 角 线 时 ) 
定理 结论 部 分 D, C 在 48 同 侧 或 异 侧 , 相 当 于 方程 
y (Xaxs 一 xax 十 tir 一 XaX3) (X 一 XX3) = 7 
有 解 与 否 ,这 里 
„jr m) 
" li (Fu) 
于 是 定理 相当 于 在 假设 成 立 的 条 件 下 ， 
7 一 6 时 ?方程 有 解 
n 一 一 8 NY’ TERM 
今 对 假设 部 分 中 出 现 的 变量 依 以 下 次 序 排列 ， 
et et Fi E et A Xs 


经 过 整 序 ,得 假设 部 分 为 
irn, 十 Ex 一 0 
xy — e€ = 0 
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2(xz 十 eriz, — Adi Hr: 2 )=0 
最 后 一 式 可 约 化 为 
2023 * xirs (it) — e) = 0 
已 用 到 的 非 退 化 条 件 为 
x, Æ 0 x, #0 x, #0 Kite #0 
终结 部 分 的 方程 为 
g=y4 一 3 一 0 
这 里 
h == (xx; — uns 十 xit — m) (nr — 33 
将 上 与 8 对 假设 部 分 的 多 项 式 进 行 约 化 ,得 
or = elx riri — E) + la + e)’] 
由 于 n0, n0, 故 g 一 0 在 这 些 非 退 化 条 件 下 相当 于 方程 
[xs 一 e) + ala tey] 一 9 一 0 
括号 中 一 式 在 非 退 化 条 件 
x #0 x, #0 xi 好 一 8 天 0 xi 十 E 关 0 

下 是 正定 的 ,因而 在 这 些 条 件 下 es ” 同 号 即 有 解 , 异 号 即 无 解 .如 
所 欲 证 . 

这 些 非 退化 条 件 的 几何 意义 是 容易 理解 的 .条 件 rite #0 
在 e= —] 时 指 nrn, WME em +1 NR rn Ar. 不论 
何 时 ,条 件 都 指 4C 关 BBC， 正如 本 例 开 始 所 说 的 那样 ,值得 指出 
的 是 ,这 种 非 退 化 条 件 是 在 机 械 化 证 明 过 程 中 自然 出 现 的 ,不 必 事 
ZMUFR. 

在 上 两 例 中 ,我 们 并 没有 完全 依照 Tarski-Seidenberg 的 机 械 化 
证 法 ,而 是 采用 了 一 个 简捷 的 办 法 . 详 言 之 ,如 果 假 设 部 分 的 多 项 
式 组 为 I 终结 多 项 式 为 8 时 ,我 们 并 没有 先 作 F= Dfi +, 
再 迭 次 应 用 Seidenberg 引 理 与 定理 .与 之 相反 ,我 们 应 用 了 第 四 章 
中 的 方法 ,从 {fi} 经 过 整 序 得 基 列 9:4, 4 …4。 再 将 要 判断 
gg 一 0 是 否 有 解 的 多 项 式 8 对 g@ 约 化 以 逐步 消去 各 个 变量 r, 
x_i 而 得 余 式 多 项 式 go- ，8o(8g。 一 8g)， 这 里 gE 
K [za s Mes Kiss ls t; 为 * 以 外 的 参数 ， 然后 再 判定 最 
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后 所 得 多 项 式 方 程 g 一 0 是 否 有 解 . 诸 非 退化 条 件 则 在 整 序 过 
程 与 约 化 过 程 中 自然 出 现 , 这 一 方法 之 所 以 可 行 , 力 是 因为 在 以 上 
两 例 中 g; HTF x 的 次 数 为 1, 因而 在 相应 非 退 化 条 件 下 ，g+ 一 0 
是 否 有 解 与 g; 二 0 是 否 有 解 等 价 。 在 这 一 点 上 类 似 于 第 三 章 中 
关于 Hilbert 机 械 化 方法 关于 线性 一 类 定理 的 证 明 . 在 某 一 六 一 0 
对 x; 的 次 数 大 于 1 时 , 自然 不 能 用 这 一 方法 ， 

在 上 两 例 中 ， 最 后 都 导致 判断 一 个 多 项 式 & 是 盏 为 正定 或 半 
正定 的 问题 .事实 上 ， 有 序 几 何 的 机 械 化 问题 即 可 归结 为 判断 某 
一 多 项 式 8 在 假设 条 件 

i=0 e- fa = 0 
Fina RRA E F RF 

D, #0 ... D, #0 
后 成 为 正定 或 半 正 定 的 问题 。 如 果 没 有 假设 条 件 而 已 知 8 正定 或 
半 正 定 ， 则 依 Hilbert 二 十 三 个 著名 问题 中 的 第 17 AR, ER 
-为 车 干 个 有 理沙 数 的 平方 之 和 .这 一 问题 由 Artin [2] 于 1926 年 
就 得 了 正面 的 解决 , 并 为 A. Robinson [2, 3] 推广 至 有 假设 条 件 
fi = 0,.".,fs=0 的 一 般 情 形 。 但 正如 Artin [2] 一 文中 所 指 
出 的 那样 ,他 的 证 明 是 间接 的 ,不 能 导致 分 解 成 平方 和 的 明显 表达 
式 ， 因 而 要 求 有 一 个 更 为 完全 的 证 明 . 这 样 的 一 个 构造 性 的 证 明 
后 来 为 Kreisel [1] 等 所 给 出 。 但 对 于 我 们 更 为 重要 的 是 这 样 一 
个 先决 的 问题 ， 即 判断 一 个 多 项 式 是 否 正定 的 有 效 方法 .这 种 方 
法 虽 已 为 Tarski-Seidenberg 所 提供 , 但 如 何 求 得 效率 更 高 的 方法 ， 
UHARTE. 
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第 六 章 ”各 种 几何 的 机 械 化 定理 


6.1 概 述 


第 二 章 2.6 节 曾 经 给 出 了 关于 公理 化 观点 几何 的 一 般 概 念 ， 
在 第 三 章 3.3 节 中 又 给 出 了 几何 定理 的 机 械 化 证 法 与 几何 定理 证 
明 可 以 机 械 化 的 一 般 概念 。 第 三 \、 四 五 章 又 对 某 些 几何 或 其 某 一 
类 定理 给 出 了 可 以 机 械 化 的 证 明 及 相应 的 机 械 化 证 法 。 从 公理 化 
到 机 械 化 ,大 体 上 经 历 了 这 样 一 个 过 程 : 

公理 化 一 代数 化 一 坐标 化 一 机 械 化 
建立 坐标 系统 后 的 机 械 化 问题 已 由 前 三 章 提 供 了 三 种 不 同 的 方 
式 , 可 以 把 它们 归结 成 三 种 不 同类 型 的 代数 形式 机 械 化 问题 ,并 给 
出 三 种 不 同 的 机 械 化 方法 和 确定 的 解答 .至 于 从 公理 出 发 ， 通 过 
代数 化 以 到 达 数 系统 ， 并 由 此 建立 坐标 系统 的 步骤 往往 不 如 通常 
想象 的 那么 简单 ,中 间 要 经 历 一 段 相当 烦琐 也 相当 曲折 的 道路 . 

前 面 几 章 所 考虑 的 几何 实际 上 都 是 带 用 几何 的 关 属 几何 ， 因 
而 代数 化 的 过 程 可 以 借助 于 大 家 所 熟悉 的 常用 几何 论证 与 解析 几 
何方 法 。 对 于 其 它 种 种 不 与 常用 几何 关 属 的 几何 ， 则 需 依据 几何 
公理 的 特殊 方式 进行 代数 化 与 引进 坐标 ， 本 章 将 举 出 这 样 一 些 例 
子 一 一 投影 几何 与 两 种 非 欧 几 何 .这 些 几 何在 代数 化 与 坐标 化 后 ， 
其 几何 定理 仍然 可 以 归结 为 前 面 三 章 中 那 种 代数 形式 ， 因 而 对 于 
用 前 面 三 章 的 方法 得 到 这 些 几 何 定理 证 明 可 以 机 械 化 的 结论 也 仍 
然 适 用 ,参阅 本 章 第 2 至 5 节 关 于 这 些 几何 的 机 械 化 定理 . 

为 简单 起 见 , 所 有 这 些 几 何 , 我 们 都 局 限于 平面 情形 , 因而 其 
基本 对 象 都 不 外 平 点 与 直线 两 种 ， 但 象 第 二 章 2.6 节 中 的 一 般 定 
义 所 指出 的 那样 ， 同 样 也 可 以 考虑 以 其 它 元 素 作 为 基本 对 象 的 几 
何 ， 例 如 两 种 比较 容易 遇 到 的 圆 几 何 学 : 以 把 和 圆 作为 基本 对 象 
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的 Möbius 几何 以 及 以 点 和 有 向 圆 作为 基本 对 象 的 Laguerre JU 
何 ， 对 于 这 两 种 加 几何 ,我 们 也 可 以 遵循 一 般 的 方法 从 这 些 几何 
的 公理 出 发 ,经 过 代数 化 和 坐标 化 ,再 依 前 三 章 的 方法 来 得 到 这 些 
几何 的 相应 机 械 化 定理 . 由 于 论证 过 长 ， 故 在 本 章 第 5 节 中 将 只 
作 简 略 介绍 ,以 后 将 另 成 专文 ;不 在 本 书 之 列 的 许多 公理 化 的 几何 
都 可 依 此 考 虑 其 机 械 化 问题 

本 章 最 后 一 节 考 虑 了 有 关 超 越 函数 间 公 式 证 明 的 机 械 化 问 
题 。 从 该 节 可 以 看 出 ,就 几何 定理 证 明 来 看 ,流行 于 几何 书刊 中 广 
泛 使 用 超越 函数 的 做 法 ,事实 上 是 可 以 避免 的 .或 者 也 是 可 以 机 械 
化 的 . 
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象 以 前 那样 ,在 下 面 的 叙述 中 所 谓 投影 几何 ,将 局 限于 投影 平 
面 几何 ， 对 于 高 维 的 情形 ,基本 上 是 相同 的 ,不 同 之 处 将 在 有 关 处 
指出 . 

因 限 于 平面 情形 , 故 这 种 投影 几何 中 的 基本 对 象 只 有 两 种 : 后 
和 直线 ， 基 本 关系 只 有 一 种 ， 点 在 直线 上 ， 或 直线 经 过 点 ， 下 面 
给 出 基本 关系 所 须 满足 的 公理 . 

关联 公理 了 

P， 过 任 两 不 同 的 点 有 一 , 且 恰 有 一 条 直线 。 

P， 任 两 不 局 直线 必 有 一 , 且 恰 有 一 公共 点 。 

P， 在 任 一 直线 上 至 少 有 三 个 不 同 的 点 ， 

P， 至 少 有 三 个 不 同 的 点 不 在 同一 条 直线 上 . 

由 P1 一 P4 可 知 , 过 任 一 点 的 不 同 直线 至 少 有 三 条 .又 上 1 一 
P4 并 不 是 完全 独立 的 ,但 对 本 书 来 说 无 关 紧 要 . 

为 了 把 只 有 有 限 个 点 的 情形 即 所 谓 有 限 几何 者 排除 在 外 ， 我 
们 引入 下 面 的 公理 : 

ERARI 在 一 直线 !/ 上 任 取 三 个 不 同 的 点 Oo 0,50% 
又 取 一 不 在 1 上 的 点 Qos AR 0。 而 不 同 于 CO-0- 一 /。 与/ 
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的 直线 m, Æ 020 Q0, 5m ZF Po P.. EPRS OP,A lo = 

Ro 的 连 线 并 与 ! XF 0;, Æ 060, $m3TF Pp 又 作 PRo 5 1 

的 交点 0;， 依 次 类 推 , 可 作 0, Oste. DEZA P 5 OPA 

lo = So 并 交 ! 于 0, 又 连 0. 与 8。 而 交 m 于 P_,。 HE Pa 

Su 5 1 ZF 0_:。 依 次 类 推 , 可 作 Os 0.,,*…*。 于 是 所 得 序列 
“OO O3 Oo, 0,3 033° ， Opste 

中 的 点 彼此 不 同 。 如 图 6.1， 


此 外 还 引信 下 面 的 公理 . 参见 图 6.2. 

Desargues AED, 设 两 个 三 点 形 A4BC 与 AAB'C,H 
中 4, B, C 不 在 一 直线 上 , A, B', C 也 不 在 一 直线 上 , 又 直线 
AB 与 4'B' RA, ACSAC RRA, BC 与 B'C RA, B 
三 个 交点 

P=ABNAB 0 一 4CA4C R=BCABC 
在 同一 直线 上 . 则 当 4 与 4 不 同 ,8 与 B' 不 同 , 且 C 与 C" 不 同 
时 ,三 直线 44 ，BB'，CC” 必 经 过 同一 个 点 . 

Desargues AED, 设 两 个 三 点 形 A4BC 与 AA4'B'C', 其 
中 A, B, C 各 不 同 于 4 B's, C's HAZ 44, BB, CC R 
此 不 同 而 同 过 一 点 0. 则 当 直 线 ABS AB 不 同 , 4C 5a 
不 同 ，BC 与 B'C 不 同时 ,三 个 交点 

P=ABANAB Q=ACNA C R=BCNB'C 
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必 在 同一 直线 上 ， 

如 所 周知 ，Desargues 公理 可 以 作为 空间 投影 几何 的 定理 来 证 
明 ， 但 这 里 只 局 限于 平面 的 情形 ， 故 不 能 从 其 它 关 联 公理 与 无 限 
公理 导出 而 作为 独立 公理 引 人 。 LE Desargues 公理 的 叙述 比 通 
常 投 影 几 何 书籍 中 叙述 繁复 得 多 ， 其 原因 正如 第 三 章 3.1 节 中 所 
指出 的 那样 ,如 果 不 附加 许多 非 退化 的 条 件 ,公理 可 能 失去 意义 其 
至 根本 不 成 立 。 例如 在 Desargues 公理 D, 中 ,如 果 4, B,C 三 
点 在 同一 直线 上 ， 且 尽管 符合 其 它 非 退 化 条 件 ， 三 点 P= ABNA 
AB, O=ACNAC,R=BCNBC 也 都 在 同一 直线 ， 即 4， 
B, C 所 在 的 直线 上 ,但 AA, BB, CC 不必 同 过 一 点 。 UN 
6.3, 


图 6.3 
指出 这 一 点 是 极为 重要 的 ， 而 且 类 似 情 况 的 出 现 是 颇 为 普遍 
的 ， 决 不 局 忠于 这 里 的 投影 几何 因此 我 们 将 重新 叙述 已 殉 于 第 
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三 章 3.1 节 的 论点 如 下 : 

尽管 各 种 几何 可 以 有 一 个 严密 而 无 矛盾 的 公理 系统 作为 一 切 
推理 论证 的 出 发 点 ， 但 由 于 传统 的 欧 几 里 得 证 明 方 式 无 法 处 理 各 
种 退化 情况 ,因而 这 种 证 明 方 式 要 达到 逻辑 上 应 有 的 严密 要 求 ,至 
少 在 实际 上 是 不 可 能 的 . 

在 关联 公理 PP 无限 公 理 I 与 Desargues 公理 D 的 假定 下 ， 即 
可 在 几何 中 引进 一 内 在 地 附属 于 几何 的 数 系统 如 下 : 

首先 在 任 一 直线 I 上 任 取 三 个 不 同 的 点 , 记 作 Oo 01, Oos F 
是 视 1 上任 一 不 同 于 Po 的 一 点 4 为 一 个 数 , 而 用 相应 的 小 写 拉 丁 
字母 记 成 a, 并 用 记号 Ama 表示 这 一 对 应 关系 .这 些 数 构成 一 
个 集合 ，N = NCO 01 0%)。 今 在 其 中 依 下 法 引进 加 法 与 乘法 
NER. 

1. 加 法 


图 6.5 
如 图 6.4, 设 ! 上 任意 不 同 于 0。 的 两 点 A B, 各 视 为 数 4 与 
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b. 今 定义 4 十 8 以 及 1 上 与 之 相应 的 点 C 如 次 . 

先 设 A, B 不 同 且 不 同 于 0。 过 4 与 B 各 作 与 ! 不 同 的 两 
直线 , 并 设 其 交点 为 P。 又 过 0。, 作 一 与 /不同 但 不 过 P 的 直线 各 
与 前 两 直线 交 于 4'，B'. Æ 0wB' 与 AA 交 于 M ,又 连 0.4 
与 BB 交 于 N， 因 M,N 都 不 同 于 P， 故 M 与 N 不 同和 而 可 连结 
MN 与 1 交 于 一 点 C， 显然 C 点 与 Oo 不同, 且 应 用 Desargues 公 
理 可 证 与 作法 中 诸 直 线 的 选择 无 关 ， 因 而 C 唯一 地 对 应 于 和 中 
的 一 个 数 , 定 义 为 a 与 6 两 数 之 和 , 记 作 a +t b:C4a +h, 

在 4 与 8 相同 而 不 同 于 O, 时 (如 图 65), 仍 可 应 用 上 述 作法 
以 定义 Ca 十 0， 只 需 在 词句 上 稍 加 修改 即 可 .在 4 与 0, 相同 
时 , 则 作法 失效 ,但 此 时 将 直接 定义 C 为 了 ,或 定义 “十 6 一 和. 同 
FEB 5 0。 相 同时 ,将 直接 定义 C 为 4 或 ea 十 2 一 4， 

于 是 不 论 何 时 ， 在 N=N(O Os Oe) 中 都 定义 了 一 个 加 
法 . 

2. 和 法 


N, 
IS 
LLA NN ; 


O, O A B C Ò 


. _ w 


网 6.6 


仍 设 A, B 与 Os 不 同 , 且 Aa, Bob 如 前 . 

如 图 6.6， 先 设 4 与 了 3 不 同 , 且 不 同 于 0, 0. 过 4, B 各 作 
不 同 于 ! 的 直线 交 于 一 点 了. 又 过 06 作 一 不 同 于 ! 且 不 过 P 的 直 
线 与 前 两 直线 交 于 工 与 K。 连 OL 与 BP 交 于 M， 又 连 O-M 
与 AP 交 于 N, Æ KN 与 1 交 于 C。 则 CC 与 0% 不 同 ,， 且 应 用 
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Desargues 公理 可 证 C 与 过 4，B， 0 等 所 作 直 线 的 选择 无 天， 于 
是 C 在 N 中 所 对 应 的 数 将 定义 为 4 与 5 的 积 ， 记 作 ab, Bl Co 
ab, 

在 4, B HAMS 0, 0; Oo 不 同时 仍 可 依 上 述 作 法 以 定 
X C, 只 需 在 词句 上 稍 加 修改 即 可 。 对 于 其 它 情 形 , 则 以 上 作法 失 
效 , 但 可 直接 定义 ec 如 下 : 4 或 了 一 On。 kf, C = O, 或 ab = 
0. 4 一 D, 了 时,C 一 8 或 ip 一 5 B=0, 时，C 一 4 或 abw 
d, 

于 是 不 论 何 时 ,a,b 的 乘法 都 有 定义 . 

几何 代数 化 的 第 一 步 , 也 是 最 主要 的 一 步 在 于 下 面 的 定理 . 

定理 1 在 任 一 直线 1 上 固定 三 个 不 同 的 点 Oo 0: 0% 后 ， 
1 上 与 0。 不同 的 点 可 与 一 数 系 N=N(0, O 0%) 中 的 数 一 
一 对 应 。 其 中 0, 对 应 于 0 ，0O, 对 应 于 1， 而 在 上 面 所 定义 的 加 
法 与 乘法 下 ,N 成 一 Desargues 数 系 ， 即 一 数 体 ， 满 足 第 一 章 1.4 
PAN 1 一 N12 诸 公 理 ， 又 对 另 任 一 直线 ! 与 其 上 不 同 的 三 点 
Op Ois Oos RAZET 上 与 0% 不 同 的 点 同 Desargues 数 系 
N’ = N(0, Ois 0%) 中 的 数 一 一 对 应 。 这 时 有 一 同 构 F:N > 
NV", 使 在 F 下 NN 中 的 0,1 各 与 N 中 的 0, 1 对 应 . 

在 定理 中 所 唯一 确定 至 同 构 的 数 体 昌 称 为 几何 的 附属 数 体 . 

上 面 关 于 a +b, ab 定义 的 合理 性 以 及 定理 1 中 所 包含 许多 
论断 的 证 明 都 需 反 复 使 用 Desargues AW. 这 种 在 几何 中 引进 数 
体 的 方法 源 出 于 V. Stud. 如 果 在 平面 上 除去 一 直线 作为 无 穷 远 
线 , 并 把 Oo 取 在 这 一 无 穷 远 线 上 ， 则 将 得 一 Desargues 平面 以 及 
相应 的 Desargues 数 系 。 第 一 章 中 Hilbert 引进 Desargues 数 系 
的 方法 实际 上 即 系 从 V. Staudt 的 这 种 方法 中 得 来 . 

定理 1 所 引进 的 几何 附属 数 系 沪 是 一 数 体 ， 其 中 乘法 交换 律 
-RRRS 5A TEASE. 

Pappus AM ” 设 两 不 同 直线 /, /上 各 有 三 点 4,， B,C 与 
A',，B', C', 彼此 不 同 , 且 不 同 于 I U RZA MAFFE 

P=BCABC 0 一 C4AC'4 R = AB'’NA'B 
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必 同 在 一 直线 上 ， 

这 一 公理 对 几何 基础 的 重要 意义 在 于 下 面 的 定理 ， 它 为 V. 
Staudt 首次 提出 ， 

定理 2 Pappus 公理 成 立 与 否 为 数 体 NN 中 乘法 交换 律 是 否 成 
立 , 即 六 是 否 成 为 数 域 的 充 要 条 件 . 

今 称 以 点 与 直线 为 基本 对 象 ,以 关联 关系 为 基本 关系 ,并 满足 
以 下 诸 公理 的 几何 为 无 序 投影 几何 : 

1. 关 联 公 理 P1 一 P4。 

2. 无 限 公理 I 

3. Pappus AH. | 

依据 著名 的 Hessenberg EHE, Desargues 公理 将 作为 这 一 几 
何 的 定理 而 从 公理 1,23 得 出 ， 

Pappus 公理 的 另 一 重要 作用 是 所 谓 投 影 几 何 基本 定理 成 立 ， 
且 在 其 余 公 理 成 立 之 下 ,二 者 等 价 ， 在 Pappus 公理 成 立 因而 投影 
几何 基本 定理 也 成 立 的 假定 下 , 给 定 两 直线 DLI 与 其 上 各 互 不 相 
同 的 三 点 Oo O Ow 与 00 Ob Oo 后 , 经 过 多 次 透视 变换 将 I 
上 的 点 对 应 为 1 上 的 点 ,使 Oo Ois Oo 各 对 应 为 005 Ois Oo 时 ， 
1 到 /的 对 应 即 被 完全 确定 ,由 此 知 定理 1 中 的 同 构 

F:N(O,, Ois Oo) = N(Oo, O01, 0%) 

可 取 为 由 多 次 透视 变换 所 实现 的 确定 同 构 ， 而 与 所 选择 的 透视 变 
换 无 关 ， 因 此 可 以 确定 的 方式 把 所 有 数 体 ( 这 时 也 是 数 域 ) (Cu 
Oi， 0%) 恒 同 为 一 . 如 前 记 为 N, 则 N 不 仅 同 构 于 任 一 NCOs, Oi， 
0-); 而 且 这 一 同 构 是 唯一 地 确定 了 的 。 此 外 , 交 比 的 概念 也 可 以 
作为 NN 中 的 一 个 数 依 通常 的 那 种 方式 引入 ， 

这 些 论断 只 在 Pappus 公理 成 立 下 , 即 在 上 面 所 定义 的 无 序 投 
影 几 何 中 才能 成 立 , 而 与 “ 仿 射 ”情形 有 所 不 同 , 这 时 与 Pappus 公 
理 相当 的 所 谓 交 线 Pascal 公理 并 不 是 必要 的 ,参阅 第 一 章 1.6 
7. i 

在 无 序 投影 几何 中 可 建立 坐标 系统 如 下 . 
如 图 6.7, 在 平面 上 任 取 四 个 没有 三 点 在 一 直线 上 的 点 41, 4;， 
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d, l. Mr 
AINAA=Ih AANA A =h AlMAA;= 1,; 
在 直线 44, LAs Adı 上 
各 有 确定 的 数 系 
N, =N(A, L, 4) 
N,=N(A, 1,, A,) 
N; = N(4 1;, A;) 


这 些 数 系 都 是 数 域 且 彼此 
确定 同 淘 ， 记 几何 的 附属 数 域 h —, 
2 N, NA HERA 
FNN; i=1l,2,3 6.7 


我 们 将 把 N; 中 的 数 在 这 些 确 定 同 构 下 恒 同 为 N 中 的 数 , 而 在 记号 
上 不 再 区 分 . 
BEER. 
今 对 平面 上 任 一 不 在 AA 434 或 Ad: 于 的 X.H 
AX A A:A; = X, A:X M A,A, = X; A,X A di4: = X; 
则 Xi Xo X 在 No No N, 或 NN 中 各 对 应 于 数 


Xer, Kax XX 
可 证 
| XXX =] 
这 一 关系 式 对 于 在 Ado A4; 或 AA 上 的 点 一 般 并 不 成 立 ， 
为 此 改写 诺 * 为 
Xi = m/t X = zi/ 23 Ta = xX/ zi 


这 里 (xi, ro n) 唯一 确定 至 一 非 0 因子 , 我 们 将 称 之 为 对 坐标 
A (AAAA) 的 齐 次 坐标 , 记 作 

X = (riri) 
若 X= X, 在 44, 上 ,但 既 非 4; 也 非 心 ,而 Xi 对 应 于 N, 或 即 
N 中 的 亏 ， 则 称 苞 的 齐 次 坐标 为 唯一 确定 至 非 0 因子 的 数组 (0, 
1, 71)» (CIF 
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X = (0:1: 7) 
对 于 在 44 R AA 上 ， 但 不 同 于 A, A A 的 点 也 同样 . 在 
X = Ay, An 心 时 , 则 同样 置 齐 次 坐标 为 
A = (1:0:0) A, = (0:1:0) A, = (0:0:1) 

在 坐标 系 (A,434;1) 下 ,一 条 直线 / 上 的 任意 一 点 已 一 (ai: 

2:2) WKHRRER-TTAREITE 

ur, F uxa + ux, = 0 
这 里 us w;, ws 不 全 为 0 , 且 只 确定 到 一 非 0 因子 ， 于 是 任 一 这 样 
的 数组 Cui» uz, 45) 将 称 为 这 一 直线 l 在 坐标 系 (Addl) 下 的 
齐 次 坐标 , 记 作 
1 = (utu u) 
TER P= CHEZE) 与 直线 ! 一 (ui: u3: #3) 相关 联 的 充 要 条 件 
即 为 上 述 的 齐 次 方程 

由 于 在 无 序 投影 几何 中 的 基本 对 象 是 点 与 直线 ， 基 本 关系 只 
有 一 种 ， 即 点 与 直线 的 关联 。 在 取 定 一 坐标 系 并 将 点 与 直线 都 用 
齐 次 坐标 表达 后 ,这 一 基本 关系 可 由 数 域 中 多 项 式 关 系 式 

HiXi 十 ur: 十 un; = 0 
来 表达 . 因而 由 6.1 节 所 说 的 一 般 原理 ,有 下 述 定理 . 

机 械 化 定理 1 无 序 投影 几何 的 几何 定理 有 机 械 化 证 法 . 

下 面 的 两 条 定理 对 本 节 机 械 化 问题 的 关系 不 大 ， 但 在 另外 一 
些 几 何 机 械 化 定理 的 证 明 中 要 用 到 ， 见 后 第 4,5 节 。 今 先 引 入 大 
于 概念 . 

设 无 序 投影 几何 的 平面 上 点 与 直线 的 集合 有 一 到 自身 的 一 一 
对 应 T。 如 果 工 把 点 变 为 点 , 直线 变 为 直线 , 且 字 保持 关联 关系 ， 
即 点 了 在 直线 1 上 时 ， 点 TO) BEER TO) 上 上 ， 则 工 称 为 一 
直射 变换 ， 如 果 了 把 点 变 为 直线 ,把 直线 变 为 点 , 且 工 保持 关联 关 
系 , 即 点 了 在 直线 1 上 时 ,点 TO) 也 在 直线 T(P) 上 ， 则 了 称 为 
-ZER 

定理 3 在 一 个 坐标 系 (A,A4,4;1) Fo 对 每 一 直射 变换 T, 
EN 中 的 数 ai 区 7 一 1，2， 3 与 N 的 一 个 目 同 构 Jo 使 |aii| # 
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0， 且 使 工 把 点 P= (win) EUR P = (aan) 时 ， 有 
pFV; 面 


3 . 
pr, = >; aiJ x;) : = 1,2,3 
j=1 


定理 4 BE ATZI- HIEM, 则 仍 有 a; 与 J， 使 A 
#0, 且 使 工 变 点 P= (riia xs) 为 直线 i= (ui: u: Ws) 时 ,有 
p #0, m 


3 
pu; = Fax;) i=1,2,3 
j=1 


迄今 为 止 在 所 讨论 的 投影 几何 中 并 未 引入 任何 有 关 次 序 的 概 
念 ， 因 而 几何 的 附属 数 域 事 实 上 可 以 为 任意 无 序数 域 ， 例 如 复数 
域 ， 在 考虑 次 序 关系 时 ， 显 然 不 能 象 常用 几何 那样 以 三 个 点 中 一 
个 点 在 另 两 个 点 之 间 的 关系 作为 基本 关系 ， 而 将 以 四 个 点 之 间 的 
分 隔 关系 来 代替 . 换言之 , 对 于 四 个 点 4，B，C ,万 将 引入 4， C 
被 B,D 所 分 隔 这 种 不 加 定义 的 关系 作为 基本 关系 , 记 作 

AC/BD 
今 采取 以 下 诸 公 理 作 为 这 一 基本 关系 所 应 满足 的 公理 。 


分 隔 公 理 S 

AS # 4B/CD， 则 点 4， B, C, DD 互 不 相同 且 在 同一 
HRE. 

AS, # AB/CD, WJ CD/AB H BA/CD. 

AS, Æ 4B/CD， 则 不 能 有 AC/BD. 

公理 3， 若 4, 8,C,D 四 点 互 不 相同 且 在 一 直线 上 , 则 4B 
/CD, AC/BD, AD/BC 三 者 必 有 其 一 ， 

公理 S， 若 点 4， B,C 彼此 不 同 , 且 在 一 直线 上 ， 则 必 有 一 
点 也 ,使 4B/CD. 

ABS 对 任意 五 个 彼此 不 同 , 且 在 一 直线 上 的 点 4, B,C, 
D, E, Æ AB/DE, WAE AB/CD 或 AB/CE. 

ARS CERA) 设 点 4, B, C, D 5 A', B', C, D'A 
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在 同一 直线 1 与 1 上 , 而 1X1。 又 设 有 一 点 0, 使 0,， A, AH 
一 直线 上 ,同样 0,8B,B,0,C,C50,D,D 都 各 在 一 直线 
上 , 则 4B/CD 时 , 也 有 4'B8’/C'D', 这 里 并 不 排除 4 一 4 的 
情形 . 

满足 分 隔 公理 S, 一 S$， 的 无 序 投影 几何 将 改称 为 有 序 投影 几 
何 . 

对 于 一 个 有 序 投影 几何 ， 设 在 任 一 直线 I 上 取 三 个 不 同 的 点 
Oo O Os 以 作 数 域 N = N(O。, 0, Oo), MR I 上 任 一 不 同 
F 0。 的 点 4 如 果 有 40/00., 即 称 4 所 对 应 的 数 < 为 负 ， 记 
作 a < 0。 如 果 一 点 了 不 同 于 0。 与 00， 而 所 对 应 的 数 2 不 小 于 
0, 则 称 5 为 正 ， 记 作 4 > 0。 由 透视 公理 S 可知 YX 中 数 的 正 负 
KARRAR! 与 点 Oo Oo Oo 而 异 , 故 可 以 定义 几何 附属 数 域 
N PREH. 

依据 常 法 可 在 几何 附属 数 域 N 中 定义 数 的 大 小 关系 ， 证 明 这 
种 关系 满足 第 一 章 1.4 节 中 的 有 关 诸 公理 N1 一 N17, 于 是 N 成 为 
一 有 序数 域 . | 

在 一 组 投影 坐标 系 《4,4;4;1 ) 下 ,一 条 直线 上 四 个 点 的 分 隔 
关系 易 见 可 由 这 些 点 坐标 之 间 某 些 线性 式 的 不 等 关系 来 表达 ， 因 
而 由 6.1 节 的 一 般 原则 有 下 面 的 定理 : 

机 械 化 定理 2 有 序 投影 几何 的 几何 定理 有 机 械 化 证 法 . 

注意 本 节 的 两 条 机 械 化 定理 是 彼此 独立 的 ， 这 是 因为 一 方面 
有 序 投影 几何 只 是 无 序 投影 几何 的 一 个 特殊 情形 ， 而 另 方面 前 者 
所 涉及 定理 的 内 容 较 后 者 丰富 .因此 这 两 种 机 械 化 定理 并 无 统 属 
关系 ， 任 一 不 能 从 其 它 一 个 推出 . 而 且 ， 两 者 的 机 械 化 证 明 方法 
也 是 截然 不 同 的 ,这 也 适用 于 以 下 各 节 中 的 类 似 情形 . 


6.3 Bolyai-Lobachevsky 双 曲 型 
非 欧 几何 定理 证 明 的 机 械 化 
欧 几 里 得 《几何 原本 》 关 于 平行 线 的 公理 是 说 ， 过 给 定 直 线 外 
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一 反 有 且 恰 有 一 条 直线 与 所 给 直线 平行 , 即 永 不 相交 。 

长 期 以 来 对 这 一 公理 在 整个 欧 几 里 得 公理 体系 中 是 否 独 立 的 
异议 使 得 在 19 世纪 产生 了 所 谓 非 欧 几何 学 ,并 引起 了 对 常用 几何 
公理 系统 全 面 的 逻辑 分 析 和 研究 ,最 后 导致 了 Hilbert《 几 何 基础 》 
的 诞生 ， 

在 本 节 第 一 章 1.1 TH, 曾 罗 列 了 Hilbert 关于 常用 几何 的 
公理 系统 , 其 中 加 强 了 的 平行 公理 HIV， 即 为 上 述 欧 几 里 得 的 平 
行 线 公 理 。 如果 适 当 改 变 这 一 公理 与 关联 公理 而 保留 所 有 其 它 公 
理 , 可 得 到 两 种 通常 的 非 欧 几何 学 , 即 

Balyai-Lobachevsky 双 曲 型 非 欧 几 何 

Ricmann 椭圆 型 非 欧 几何 

这 两 种 几何 下 面 将 简称 为 BL 几何 与 R 几何 ， 前 者 是 研究 得 
较 多 的 一 种 ， 本 节 将 着 重 研究 这 种 几何 如 何 从 公理 化 到 机 械 化 的 
问题 . 

在 通常 的 BL 几何 中 ， 我 们 只 改变 平行 公理 而 保留 所 有 其 它 
公理 。 由 于 假定 了 关联 公理 HI 与 次 序 公 理 HH， 因而 可 以 定义 
线段 半 直 线 与 角 及 角 的 内 部 等 等 概念 。 于 是 在 这 种 几何 中 代替 公 
# HIV 的 是 下 面 的 公理 , 记 成 HIVBL, 

公理 HIVBL 对 任 一 给 定 的 直线 5 与 不 在 b5 上 的 一 点 4, 恒 
有 从 4 出 发 的 两 条 半 直 线 a, as 既 不 构成 同一 直线 又 不 与 b 相 
交 , 但 由 a, a 所 构成 的 角 的 内 部 , 任 一 从 4 出 发 的 半 直 线 都 与 5 
HR. 


ba 


图 6.8 
这 一 公理 中 所 确定 的 两 条 半 直 线 a, u 所 定 直线 通 党 称 为 6 
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的 两 条 过 4 的 平行 线 。 详 细 地 说 ， 设 在 a a 所 成 角 的 内 部 有 一 
人 队 X 出 发 的 半 直 线 与 5p 交 于 B 点 ， 又 设 在 B 把 6 分 成 的 两 条 半 直 
bi, b 中 ， b, 与 a, 同 在 直线 AB 的 一 侧 ， 而 b: a 同 在 AB 
的 另 一 侧 , 则 称 半 直 线 a 5 b 平行 ,而 35 b 平行 。 

象 本 书 第 一 \ 二 两 章 那样 ,我 们 也 可 以 关联 公理 HI, 新 的 平行 
公理 HIVBL 为 基础 , 添 人 其 它 一 些 公 理 以 建立 各 种 类 型 的 几何 ， 
来 探讨 公理 之 间 的 相互 依存 性 .姑且 不 论 这 种 做 法 的 意义 如 何 , 至 
少 这 与 本 书 的 目的 不 相符 ， 本 节 的 主旨 乃 是 在 于 如 何 从 这 些 公 理 
出 发 ,通过 代数 化 与 坐标 化 ,进而 为 定理 证 明 给 出 机 械 化 的 方法 ， 

这 方面 的 代表 作 仍 是 Hilbert 的 著作 。 继 1899 年 的 《几何 基 
础 》 之 后 ，Hilbert Æ 1903 年 发 表 了 “Bolyai-Lobachevsky 几何 新 基 
础 一文 ( 见 Hilbert [3])， 并 作为 附录 之 一 载 人 《几何 基础 》 的 以 
后 诸 版 在 该 文中 ，Hilbert 指出 了 如 何 从 公理 HI, HI, HN 与 
HIVBL 出 发 ,建立 这 一 非 欧 几 何 的 方法 。 此 文 与 前 后 出 现 的 大 量 
关于 非 欧 几 何 的 文献 相 比 有 下 面 两 个 特点 ， 

第 一 ，Hilbert 在 该 文 之 末 有 明确 指出 , 建立 BL 几何 与 导出 这 
种 几何 中 的 许多 有 名 公式 根本 不 需要 连续 性 的 公理 ， 而 只 需 公 理 
HI 一 HIV 即 可 。 这 里 的 公理 HIV 自然 是 指 上 面 的 公理 HIVBL. 

第 二 ，Hilbert 引进 了 一 种 所 谓 远 端 (enden) 的 算法 。 用 此 奸 
立 坐 标 系统 ,证 明 点 可 用 线性 方程 表示 ,由 此 得 出 了 建立 BL 几何 
可 不 用 连续 假设 的 绪论 ， 

正如 本 书 第 一 、 二 两 章 所 指出 的 关于 常用 几何 机 械 化 间 题 那 
样 ,由 于 连续 性 假设 是 不 必要 的 ,因而 就 在 理论 上 为 BL 几何 机 械 
化 的 可 能 性 提供 了 某 种 保证 ;又 由 于 第 二 点 ,实际 上 已 指出 了 如 何 
从 公理 化 进而 代数 化 与 坐标 化 以 至 机 械 化 的 具体 道路 。 

Hilbert 的 原文 比较 简略 ,其 后 Gerretsen [1, 2], Szász [1, 2, 
3], Szmielew [1,2] 等 依据 Hilbert 的 原文 作 了 较 详 细 的 论述 . 
以 下 ， 将 依据 Hilbert 与 Szász 作 一 概括 的 介绍 并 指出 BL 几何 
定理 的 证 明 可 以 机 械 化 的 理由 与 方法 ， 

首先 ,作为 定义 , 称 每 一 条 半 直 线 确定 了 一 个 远 端 。 互 相 平行 


. 242 a 


的 半 直 线 具 有 相同 的 远 端 。， 远 端 用 希腊 字母 来 表示 。 一 条 人 队 4 点 
出 发 以 a 为 远 端 的 半 直 线 记 为 4a 或 (4 ,a). 每 一 直线 恰好 有 两 
个 远 端 ,如 果 记 之 为 e 与 8, 则 这 一 直线 也 称 为 连结 远 端 c;8 的 直 
线 , 记 为 ap8 Pa, EN HIER (a, 8) 或 (8, a). 

依据 公理 HI 一 HIV， 其 中 HIV # HIVBL， 可 证 任 给 两 条 
半 直 线 , 其 代表 的 远 端 为 ca 与 6 时, 必 有 一 直线 以 a, 6 为 其 远 端 ， 
同样 任 给 一 点 4 时 ,有 半 直 线 Aa. 又 可 证 任 两 条 既 不 平行 又 不 相 
交 的 直线 必 有 一 公共 垂 线 ， 以 及 有 关 反 射 概念 的 命题 等 ， 不 亿 枚 
举 。 


+ a >0 
1 


图 6.9 


今 在 BL 几何 的 平面 中 任 取 一 点 CQ 作为 原点 ， MO RREH 
垂直 的 两 条 半 直 线 为 坐标 轴 ， 两 条 半 直 线 的 远 奖 各 记 为 co 与 1. 
又 与 Doco 以 及 0 1 相反 方向 的 那 两 条 半 直 线 的 远 端 则 记 为 9 与 1。 
这 样 的 坐标 系 称 为 ”Hilbert 坐标 系 ， | 

今 在 平面 上 除 % 远 端 之 外 引进 远 端 的 正 负 概念 以 及 远 端 之 闻 
的 加 法 与 秉 法 如 下 : 

1 . 远 问 的 正 货 ， , 

对 任 一 远 端 a 关 0,0 作 直 线 aoo。 若 这 一 直线 与 半 直 线 O 1 
在 直线 6co 的 同 侧 , 则 称 0 为 正 , 记 为 e> 0; Alle 为 负 ， 记 
为 & 二 0。 
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图 6.10 

2., 远 端的 加 法 ， 

设 远 端 c 与 p。 作 直线 ao 与 pc0， 又 作 原 点 0 对 aœ 的 对 
称 点 Oa SONO 的 对 称 点 Os 作 0。04 的 垂直 平分 线 ， 可 证 
这 一 垂直 平分 线 的 一 个 远 端 即 为 co《〈 这 相当 于 定理 : A00。0p 二 
边 的 三 条 垂直 平分 线 同 交 于 一 点 co) ,于 是 男 一 个 远 疹 即 定义 为 
a +t p. 


图 6.11 


3 . 远 端的 乘法 ， 

设 垂直 于 gco 的 两 条 直线 un 与 88, 这 里 ;8 各 在 直线 boo 
的 1 的 同 侧 , 而 &,8 各 在 9co 的 工 的 同 侧 , 因 而 按 上 述 1, ap > 0 
而 Qs8 二 0. A aa, BB 与 bco 的 交点 各 为 4。B， 今 在 gco 上 取 
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一 点 C 使 线段 1BC| 5 |04) 全 合 且 自 刀 至 CC 的 方向 与 自 O 至 
4 的 方向 相同 。 过 C 作 直线 与 9 EEE C= oO 时 即 11 自身 )， 
记 它 的 两 个 远 端 为 7 与 > ,其 中 er 与 01 位 于 Bo 的 同 侧 ， 而 


CY 与 01 位 于 9co 的 另 一 同 侧 ， 即 y 之 0， 而 y < 0, 于 是 定义 
KEXAUT. 


++ + 
af = Y 
一 一 + 
ap = T 
中 一 — 
2 一 7 
一 二 一 
afp = Y 
特别 有 
-+ 一 一 一 + 
la 一 上 la =a 
++ + +- ~ 
la = g& la =a 
此 外 又 定义 
+ + - 一 - 
a0 = Oa = a = œa = 0 
+ 一 - + 
a = —a œ 一 一 0 


Hilbert 证 明了 下 面 的 定理 . 

定理 1 在 BL 非 欧 平 面 上 确定 一 Hilbert 坐标 系 并 定义 不 等 
于 oo 的 远 端 的 正 负 及 其 赣 的 加 法 与 乘法 如 上 。 则 这 些 不 等 于 co 的 
远 端 构成 了 一 个 有 序数 域 , 即 一 个 乘法 可 交换 的 Desargues 数 系 , 具 
有 大 小 关系 , 且 满 足 第 一 章 1.4 节 关 于 数 系 的 公理 N1 一 N17. 在 这 
一 数 域 中 , 远 端 9, 1, 1 扮演 着 0, +L 一 1 的 角色 ,因而 直接 记 为 

6-0 1=+1 1=--1 

定理 中 的 数 域 称 为 双 曲 型 非 欧 几何 的 附属 数 域 . 

在 Schur [2] 一 文中 ,对 于 Hilbert 引入 远 端 加 法 与 乘法 定义 
的 方式 有 很 好 的 几何 解释 : 

ap = 1 
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在 所 有 远 端 所 处 的 无 穷 远 直 线 上 以 下 两 点 列 成 投影 对 应 : 
(0018)A (co007) 
为 引进 点 的 坐标 , 先 引进 若干 符号 如 下 : 
如 图 6.12, 首先 在 任 一 直线 例如 坐标 轴 gco 上 ,依据 全 合 公理 
可 自然 地 引进 从 o 开始 的 有 向 线段 的 加 法 ,对 000 上 任 一 点 4, 记 
从 0 到 4 的 有 向 线段 为 |04|, 则 对 60 上 任意 两 点 A, B, 有 向 线 
B |0A| 与 108| 之 和 是 一 个 有 向 线段 10C|,C 也 在 gco 上 , & 
对 任 一 gco 上 的 有 向 线段 + 一 1041， 作 一 过 4 而 与 gco 垂直 且 
在 01 同 侧 的 半 直 线 , 记 其 远 端 为 ,, 则 易 见 有 
Ag = 1 A> 
As .14 ,= | 
Às © Re = Aste 


网 6.12 


如 图 6.13 易 证 4 在 正 远 端 与 gco 上 的 有 向 线 外 + 一 104| 或 
其 端点 4 之 间 建 立 了 一 个 一 对 一 的 对 应 关系 。 盖 设 任 一 正 远 端 
a> 0， 连结 00, 并 作 Oe 对 00 的 对 称 半 射 线 08%, Kick a Pl 
一 xc。 依 Hilbert [3] 一 文中 的 作法 连结 aa, 命 其 与 gco 的 交 后 为 
4, 而 命 1041 一 WDR aa 与 goo 垂直 而 有 a= h. 
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图 6.13 


若 另 一 正 远 端 p> 0 依 上 法 对 应 于 s= 1081|, 则 由 次 序 公 
理 易 知 > a 或 8 一 sa， 视 从 4 至 了 的 方向 与 bco 的 方向 相同 
或 相 异 而 定 ， 由 此 即 知 AR ut 的 对 应 关系 是 一 一 对 
应 的 . 
今 依 远 端 运算 引入 以 下 诸 远 端 : 
7， = (a + 4) 


1 
T, = 2 (A, — 2) 


T, = (å, — 4) /Ns + 2-0) 
则 在 这 些 远 端 之 问 有 以 下 关系 : 
rt—o=! 
Yr = YY, FOT: 
Cee = 0,9, + oy, 

如 果 所 考虑 的 几何 还 满足 连续 性 的 公理 (包括 阿 基 米 德 公 理 
与 完备 公理 )。 即 对 于 通常 的 BL 非 欧 几何 那 种 情形 ， 则 可 将 有 向 
线段 : 当 作 一 个 实数 来 代表 它 的 长 度 。 于 是 4,, Yo Oot, 将 各 
为 二 的 指数 函数 与 各 双 曲 三 角 函 数 (exp，cosh，sinh，tanh)。 但 
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这 里 并 不 假定 任何 连续 性 公理 ， 由 于 i 等 是 由 远 端 运算 所 引 人 ， 
因而 不 牵涉 任何 超越 函数 的 概念 ， 整 个 论证 计算 可 以 不 超过 有 限 
与 有 理 的 范围 ， 关 于 这 一 点 还 可 参阅 本 章 的 第 6 节 ， 


十 


6.14 


如 图 6.14, 今 对 平面 上 任 一 点 P 作 半 直线 Poo ,并 命 其 所 定 直 
线 与 co 相反 的 另 一 远 端 为 c。 再 作 远 端 8 二 了 ,并 作 直线 800 , 作 
P 对 boo HIRIRA P, 则 P Rh oo 上 :;, 故 可 设 有 向 线段 
IOP] =: 
今 置 
E =o, Ho At 
E: = a ' à; 
b=7,+ er 
2 
则 三 个 远 端 的 组 (Eis £1, &,) 称 为 P AA TX — Hilbert 坐标 系 的 
Hilbert 齐 次 坐标 ,特别 是 原点 的 坐标 2 为 (0, 0, 1), 
定理 2 在 Bolyai-Lobachevsky 非 欧 平面 上 取 定 一 Hilbert 4% 
标 系 , 则 任 一 点 了 的 Hilbert 坐标 (Es &, 5 &,) MRESAR 
E? — E? — El m 
& > 0 
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X 
P<—(E,, & Š) 
在 平面 上 的 点 P 与 非 co 而 满足 上 两 关系 式 的 三 远 端 组 之 间 建 立 了 
一 个 一 一 对 应 关系 。 这 一 对 应 关系 在 下 面 也 将 记 作 
P= (Eis Èz» E3) 
定理 3 设 Bolyai-Lobachesky 非 欧 平 面 上 任 两 点 P, 9 的 

Hilbert WERI 

P = (5, 23 55) 0 = (nm, n29 73) 
则 恒 有 

FUE 一 Ea 一 Èa > 0 

又 设 男 有 两 点 | 

P=-(,5.85) O = (m ms m) 
HRS [Pol 与 Pro) 全 合 的 充 要 条 件 为 

Pol = |P Q | <> 

FYE -T È 一 È = E33 一 Eini 一 En: 
定理 4 连结 两 个 非 c 远 端 c, 6 的 直线 AB, 有 方程 
(aß — D8: + Ca + Na 一 (aß 十 1); 一 0 
又 连结 一 非 co 远 端 vc 与 co 的 直线 wco， 有 方程 
ağı F Š: — ağ; = 0 

方程 中 和 的 ($1, E2 $) 各 是 直线 ap R e0 上 任 一 点 的 Hilbert 3 
次 坐标 ， 


今 将 定理 中 的 两 直线 方程 写成 
ud + u5: u 0 
其 中 对 于 ap 的 情形 : 
wu, Pl m =2 t u=% t] 
Pp—o p—a —a 
而 对 于 ao 的 情形 
u =q u, = 1 u; = a 


不 论 何 时 ， 上 太 方 程 部 称 为 趣 向 于 的 直线 of 或 coo 的 规范 开 
IN M A (#5 Ur: uz) 为 其 Hilbert 许 次 线 坐标 ,人 简 记 为 
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Ba 或 000 = (u, uz, 45) 
TENHTEHTH-um NER ap 记 为 
a = (u, 一 oo —m) 
对 于 趋向 于 远 端 co 的 直线 000, 我 们 称 
一 06 — $: — ağ; = 0 
为 其 规范 形式 ,或 置 u, = u; =a, u, = 1 如 前 时 ， 


aoo = (—u, — u, u) 

右 端 为 a0 的 Hilbert 齐 次 线 坐标 。 

多 见 这 些 线 坐 标 之 间 有 关系 式 

tr! u= l 
反之 ， 任 一 满足 这 一 关系 式 的 三 个 远 端 ttis H23 H33 必 恰 是 一 条 趋 
向 于 其 某 一 远 端的 直线 的 Hiibert 齐 次 线 坐 标 。 其 次 又 容易 证 了 明 
任 一 方程 
vii t v$: — v; = 0 


只 需 
Hi — 2 >0 


即 可 化 成 规范 形式 .事实 上 对 于 任 一 正 远 端 a>0, mil, 
a, N Xn 一 8 RE L>, A Pa, 故 可 记 之 为 V ac。 于 是 
B 
Ui = tv/V v2 十 vi 一 

即 得 所 求 的 规范 形式 ,其 中 土 代表 了 两 个 向 远 端的 不 同 趋 向 , 

至 此 ,我 们 已 建立 了 (Hilbert) 坐 标 系 统 , 并 将 点 与 有 向 直线 都 
用 满足 某 种 等 式 或 不 等 式 关 系 的 三 个 远 端 所 构成 的 组 , 即 (Hilbert) 
齐 次 点 坐标 或 线 坐 标 来 表达 。 于 是 一 些 具 有 几何 意义 的 几何 关系 
也 可 通过 相应 点 坐标 与 线 坐 标 之 间 的 关系 式 来 表达 ， 现 试 举 其 主 
要 者 如 下 : 

1. 平 行 . 

HAHH RREAK 


— 一 > 
„= (> Urs us) ly = Cvi» FE) v3) 


tılı m 


则 这 两 有 向 直线 依 规定 方向 平行 的 充 要 条 件 为 
Uit, E up — uzv = 1 
LBE. | 
设 两 有 向 直线 Lu o HERR 1, 则 二 者 垂直 的 条 件 为 
ur, + mv, — u; =O 
3 .线段 的 全 合 。 
网 前 定理 3. 
4. 两 点 间距 离 。 
PA 
P = (ë, Ëz, 8) O = (mis Mas 73) 
间 的 距离 2 由 下 式 定 出 : 
Ya = Èm 一 ÈM 一 El > 0) 
这 里 4 作为 .9 轴 上 的 正 向 线段 , 恒 取 正 值 ， 
5 .所 至 直线 距离 . 
BA 
P = (5, Èz, 8;) 
有 向 直线 为 _ 
> I = (u, ths 43) 
则 点 P 至 7 的 距离 : 由 下 式 给 出 ， 
| O, us, + tb2 — U$s 
当 点 了 不 在 直线 ! 上 时 ,os 0, 因而 + 作为 000 上 的 有 向 线段 
可 取 正 负 两 值 。 取 正 值 还 是 负 值 , 视 点 也 在? IM Ne: FT 
am 7. 
6. 扣 与 直线 的 关联 . 
设 点 P 与 直线 7 同上 述 的 5, 则 P 与 7 关联 的 充 要 条 件 为 
ub: 十 #262 一 umg = 0, 
7. 直 线 的 两 侧 .。 
A TEEN 
I la = (m; 15, Ws) 
NL KI A D E 
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ned, + u: u; > 0 
与 
uči + u — us; < 0 
确定 。 若 P= (ë 5 5)， 而 了 对 二 的 方位 恰 如 1 对 000 的 方 
位 , 则 不 等 式 中 应 取 大 于 0, 否则 取 小 于 0。 这 两 侧 将 各 称 为 有 向 
直线 的 正 例 与 负 侧 。 | 
8 , 角 的 大 小 . 
对 于 在 原点 D 处 的 一 个 角 Xole, p) = p, 不 妨 以 (a 一 e) 
/cg + 1) 作为 2 的 一 个 了 攻 数 了 来 量度 P 的 大 小 : 


-2 一 
TCP) ap + 1l 

如 果 另 有 一 角 xoll, r)= q: 
79 er -r1 


MAFPEN p +p Lola, r), BUA 


"7 TtT) 
WEIT TT TO 


5, Ši 


M 
图 6.15 
如 图 6.15, £f 的 顶点 在 任意 一 点 已 处 ,其 两 边 的 远 端 各 为 
> n1 与 62， m: p = X P(E., &,)> 则 依 Liebmann [1]; Pe 的 大 小 
可 用 下 面 的 水 数 工 给 出 : 
2 _ 61 — &, ni — $ 
[T(P = ETÈ mo 
(9 Ši 一 a/u — 12 
可 证 上 式 右 端 恒 取 正 值 或 0。 对 于 了 (ep) 的 可 能 取 的 正 负 两 值 ， 
可 由 7 来 确定 ， 又 若 P 了 为 原点 0 ,因而 n 一 —1/6, n: = —1/8, 
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如 果 几 何 满足 连续 性 公理 , 因而 诸 大 小 都 可 看 作 实数 , 则 了 工 即 
为 通 稍 的 正切 国 效 : 


T(p) 一 tan Z 9 


但 这 里 并 不 假定 任何 连续 公理 ， 工 以 及 前 面 的 7 了 , o,T 等 函数 都 
是 通过 几何 中 其 它 公 理 而 引 作 的 ,其 性 质 是 纯 代 数 的 ， 
9 .平行 角 . 


图 6.16 


如 图 6.16, 设 直线 ! 的 远 端 为 w, 8, 为 1 外 一 点 与 1 的 垂直 
距离 为 PA = p, 则 Pa 与 Aa 平行， 而 XPA, Pa) 通称 为 了 对 
2 的 平行 角 , 记 为 p, 则 有 


TCP) 一 2-p 
这 里 了 工 与 9 都 由 几何 公理 纯 代数 地 定义 ， 而 不 必 象 通常 那样 依赖 
于 连续 公理 ， 
10 , 任 两 直线 L = (u > w) 5 h = (uz Va, w) AUT 
关系 | 


L, h 相交 < 二 > [ww 十 vivi 一 wiwi| <1 
ls hL PI A |u + oo — ww;| = 1 
1, h 有 公共 垂 线 ( 既 不 相交 也 不 平行 ) 
— ua 十 vn 一 ww,| >1 
Ha RAAR + AR MR EITA RI E ME. 
综 上 所 述 ， 可 见 在 以 点 和 直线 作为 基本 对 象 ， 以 公理 HI 一 
HIV (HIV 指 HIVBL) 为 基础 的 Bolyai-Lobachevsky 几何 中 ,通过 
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远 端 运算 与 Hilbert 坐标 系 ， 点 与 直线 都 可 用 远 端 组 表示 。 在 这 
一 几何 中 ,点 与 直线 的 关联 ,平行 .垂直 、 次 序 分 隔 、 线 眉 与 角 的 全 
合 等 基本 关系 或 派生 关系 ， 都 可 以 通过 点 与 直线 坐标 的 多 项 式 等 
式 或 不 等 式 关 系 来 表达 ,因此 依 本 章 第 1 节 可 得 下 述 基 本 定理 . 
机 械 化 定理 Bolyai-Lobachevsky 双 曲 型 平面 非 欧 几何 的 几何 
定理 有 机 械 化 证 法 ， 
| 至 于 在 几何 中 关于 线段 长 度 ,角度 大 小 等 度量 概念 , 需 通过 一 
些 函数 ,如 了 T, %, 7, 0,T 等 来 表达 。 但 这 些 函数 可 以 通过 远 端 的 
某 些 有 理 函 数 来 表达 。 而 这 些 函 数 相 互 之 闻 的 关系 又 是 多 项 式 的 
代数 关系 ， 因 此 有 关 它 们 之 间 的 恒等式 以 及 相应 的 几何 定理 也 可 
以 机 械 地 推导 与 证 明 , 详 见 本 章 第 6 节 。 


6.4 Riemann 椭圆 型 非 欧 几何 定理 证 明 的 机 械 化 


所 谓 Riemann 椭圆 型 非 欧 几何 , 简捷 地 说 ， 即 是 附 有 度量 概 
念 的 投影 几何 .为 简便 计 , 以 下 讨论 仍 将 局 限于 平面 的 情形 ,我 们 
基本 上 依据 Podehl-Reidemeister [1] 以 及 Bachmann-Reidemeister[ 1] 
两 文 来 措 述 ,自然 也 作 了 若干 修改 ， 

首先 ， 这 种 几何 的 基本 对 象 仍 为 点 与 直线 两 种 。 暂 置 次 序 关 
系 不 论 ， 而 基本 关系 将 取 为 关联 关系 与 垂直 关系 两 种 。 但 与 上 5| 
Podehl-Reidemeister 等 文 不 同 ， 点 偶 的 全 合 关 系 将 作为 派生 关系 来 
引入 ,这 些 基 本 对 和 象 与 基本 关系 将 假定 满足 以 下 庄 公 理 ， 
El 关联 公理 ”包括 平面 无 序 投影 几何 的 关联 公理 无 限 公 理 与 投 
影 Pappus 公理 , 详 见 本 章 第 2 节 。 投 影 Desargues 公理 已 成 为 定 
E, 


EI 垂直 公理 (Elll 一 EIH4 ) 


m 若 4 为 一 直线 , 则 每 过 一 点 至 少 有 一 直线 5, 与 4 不 同 且 
与 a 垂直 ; 记 作 bla. 
12 过 任 一 直线 4 上 一 点 ， 有 且 只 有 一 直线 2 与 < 竹下， 仿 
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记 作 bla. 

13 若 514a, 则 也 有 alb, 

14 着 过 一 点 ? 可 作 一 直线 4 的 两 不 同 直线 都 与 a 垂直 , 则 
过 P 的 任 一 直线 部 与 4 EH. 

在 公理 ENA 中 ,点 P 称 为 直线 4 的 极点 ,而 a 称 为 P 的 极 线 . 

从 这 些 公 理 可 知 , 一 点 不 能 在 它 的 极 线 上 ,直线 上 任 一 点 的 垂 
线 都 经 过 这 一 直线 的 极点 ， 又 若 点 B 在 点 4 的 极 线 上 ， 则 点 4 也 
在 点 8 的 极 线 上 .这 时 4，B 两 点 称 为 互相 共 罗 ， 这 些 公理 也 排 
除了 迷 向 线 , 即 与 它 自身 相 垂 直 的 直线 的 存在 . 

由 于 公理 EI, 通常 无 序 投影 几何 中 的 定理 都 成 立 ， 特 别 在 一 
直线 上 可 象 通 常 那 样 定义 调和 点 列 , 调 和 分 割 ,点 对 的 对 合 等 ， 今 
在 几何 中 再 添 入 下 面 的 公理 . 

Jo 在 任 一 直线 上 互相 共 箔 的 点 对 成 一 对 合 . 

这 一 公理 的 几何 意义 将 在 下 面 说 明 . 

定义 ”以 点 与 直线 为 基本 对 象 , 关联 、 垂 直 为 基本 关系 ,而 满 
足以 上 EI, EI 等 公理 的 几何 称 为 Riemann 无 序 (平面 /椭圆 型 
Æ EJL iT. 

以 上 这 些 公 理 并 不 是 互相 独立 的 。 例如 投影 Pappus 公理 即 
可 从 其 它 许多 公理 得 出 。 但 本 书 中 对 这 种 公理 间 的 相互 逻辑 关系 
将 不 予 讨论 。 对 我 们 来 说 具有 重要 意义 的 是 下 面 的 定理 : 

机 械 化 定理 1 Riemann 无 序 (平面 ) 椭 圆 型 垂直 几何 的 几何 定 
理 有 机 械 化 证 法 ， 

为 证 此 : 先 作 震 于 准备 如 下 。 

今 引 进 一 投 影 坐 标 系统 (AAAI), 使 三 角形 A444: 的 
每 一 顶点 都 是 对 边 的 极点 ， 称 这 样 的 坐标 系统 为 对 极 坐标 系统 

依据 第 2 节 , 对 于 任 一 投影 坐标 系统 而 言 , 一 个 点 Ceiri) 
在 一 直线 [uim] 上 的 充 要 条 件 为 

urn Ten F ux, = 0 . 
把 点 (xix2;x3) BAA Cerei) 的 任 一 直射 变换 可 表示 为 一 
组 方程 


3 
re = D) agla) gu], 2, 3 
了 一 工 


其 中 J 为 几何 附属 数 域 K 的 一 个 自 同 构 , 而 行列 式 1ai1 关 0， 同 
EREA Gairin) 变 为 直线 [Turn] 的 首 射 变换 可 表示 
为 一 组 方程 
u; = Bai] (Xj;) :—],2,3 
其 中 J 了 也 是 朴 的 一 个 自 同 构 ,而 行列 式 1aij| Æ 0, > 
把 一 个 点 变 为 它 的 极 线 ， 把 一 直线 变 为 它 的 极点 的 变换 称 为 
懈 圆 型 垂 百 几何 的 对 家 变换。 显然 这 一 变换 是 一 逆 射 变换 ， 它 不 
仅 保 持 了 点 与 直线 的 关联 关系 ， 而 且 把 互相 共 斩 的 点 变 为 互相 垂 
ENH&, XEERBEHNBZTTHNHAHNR. SENER 
自然 可 用 上 面 最 后 形式 的 方程 组 采 表 示 , 但 其 中 ar 与 自 同 构 J 应 
有 某 种 特殊 性 。 如果 坐标 系统 是 一 对 极 坐 标 系统 ， 则 方程 组 可 大 
为 简化 ,特别 是 自 同 构 I 将 成 为 慎 同 同 构 . 下面 的 定理 源 于 Podehl- 
Reidemeister [1]， 它 给 出 了 对 极 变换 的 形式 ， 可 视 为 椭圆 型 垂直 
几何 的 一 个 主要 定理 . 
定理 1 在 一 对 极 坐 标 系统 下 ,对 极 变 痪 可 表示 为 
t; = fxs t= 1, 2,3 


其 中 Rak = 0. 


图 6.17 
证 为 证 这 一 定理 , 设 对 极 坐 标 系 《444,431) 的 AA 与 Aim 
An ZT lis 依 第 2 节 , 在 4i444i4， 上 定义 数 域 
N, = N(Airis li; A +2) 
并 恒 同 为 几何 的 附属 数 域 氏 ， 这 里 i = 1,2,3 且 诸 点 A, 依 指数 
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i 的 模 3 定义 . 今 设 在 这 一 坐标 系 下 ,一 点 P 了 的 齐 次 坐标 为 (ai: a 
zas), PRIRA L, 其 齐 次 坐标 为 《Bb1: 刀 :5s)。 m APSIS 
Ain 和 Aim 交 二 9; 与 Ri, 则 8; 与 R: HIRI, H. Q; R: 的 齐 
次 坐标 各 为 
Q; = (ai: 4;:0) R, = (—5:5,:0) 等 等 . 
我 们 的 目的 在 于 证 明 有 由 坐标 系 《A14;A37) 所 确定 的 非 0 数 态 6 
K, ETE PARAJE EA 
bi: ba: bs = kiai: Rd: Kaas 
为 此 将 先 作 一 种 几何 如 次 . 
这 一 新 几何 是 由 “点 ”与 “直线 ”两 种 基本 对 象 组 成 , 其 中 “点 ” 
即 原来 几何 中 不 在 44 上 的 点 ， 直 线 " 即 原来 几何 中 与 414; 不 
同 的 任 一 直线 . 把 原来 几何 中 不 在 44 EAA 和 不 同 于 
Aid: 的 一 直线 4 视 作 新 几何 中 的 “点 ”与 “直线 ”, 这 一 “点 ”或 直 
线 " 各 记 为 “4” 与 “a. 
今 在 新 几何 中 如 下 引信 “关联 ”*、“ 平 行 ” 与 “垂直 ”三 种 基本 关 
系 : 
”点 4” 在 "直线 “4a” 上 <> 4 在 a 上 
ER ER" > a, 的 交点 在 AA 上 
“直线 ”“a”] “直线 ”“b”<> ,8 Ad, RARI 
不 难 验 证 ,依据 原来 的 几何 公理 EI，EI， 新 几何 将 满足 第 二 
章 2.2 节 关 于 无 序 垂直 几何 的 所 有 公理 .例如 该 节 的 重心 公理 
Os, 即 可 从 本 节 关 于 对 合 的 公理 EN 得 出 . 这 也 说 明了 公理 EIS 
的 几何 意义 ， 
在 这 一 新 几何 中 ,“ 直线”“A34:” 与 “4;4;” 互 相 " 垂直 ”. 因 
而 在 新 几何 中 可 取 一 “垂直 坐标 系统 ”, 以 “4 为 “原点 ”,“ dA 与 
“AA? 为 第 一 \ 二 “坐标 轴 ”, 而 以 “I”，“11” 为 "单位 点 。 这 时 依 
直线 上 数 系统 的 定义 , 易 见 有 自然 同 构 
N(4A;, 13) = N(4;, lis Aı) 
N(A;, I) = N(A;, lL, Aa) 
又 在 直线 44 上 任 一 不 同 于 A, 4 A XE NC(4;, 了 ,A3) 与 
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N(A, Ls 4) 中 所 对 应 的 数 各 为 * 与 x 时 , 易 见 有 关系 are, 
HEA EA P = (ataia) 不 在 4A 上 ,因而 a3 关 0 时 ,点 
“P" 对 上 述 “垂直 坐标 系统 ”的 “坐标 " 将 为 “P" 一 (2, ©). “u 


a 03 
线 ” "4:0; 与 “A R3?” 的 方程 将 各 为 
bi, 十 br = 0 

今 依 第 二 章 2.3 节 ， 上 述 垂直 坐标 系统 ”确定 了 一 个 非 0 E 

率 WA Rs; MA “40 5 “AR?” AM 垂直 ”; 故 应 有 
k3 ab, — ab, = V 

同样 ,我 们 可 另 作 一 新 几何 ,以 原来 几何 中 44 以 外 的 点 为 
新 几何 的 “点 ”, 不 同 于 44 的 直线 为 新 几何 的 “直线”, 并 引入 相 
MRJ RR”. PT N ER 等 基本 关系 如 前 ,于 是 与 前 同样 可 证 
应 有 非 0 MACK, 使 

RYasbi — ab; = 0 
由 于 a, 2, a, 不 能 同时 为 0 , bis bzs b3 IRA; 故 由 以 上 两 式 可 得 
部 非 0 的 数 kis kao kao Blin 
k=l ka = ki ks = k? 
使 
bi: ba: b3 = ka} kaa: Raas 

这 就 证 明了 定理 1. 

显然 定理 1 HHH ko ko k 只 确定 到 一 个 非 0 的 比例 因子 .我 
们 称 

ki: kz: ks 

为 由 对 极 坐标 系统 (A414;4;1) 所 定 的 垂 率 比 ， 

由 定理 1 吻 得 机 械 化 定理 1 的 证 明 如 下 . 

任 取 一 对 极 坐 标 系统 并 命 依 定 理 1 相应 的 垂 率 比 为 多 :6:， 
这 里 kkk 兰 0。 在 此 坐标 系 下 ,一 点 P s (inia) 与 一 直线 
1 = (ui:tw:W3) 相关 联 的 充 要 条 件 为 


Kitti 十 Xill + Kl, = 0 
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又 设 两 直线 
[a = (uiuit) l, = (viinin) 
Æ la 的 极点 为 P = (ri rir), 则 依 定 理 1 有 
Xi: Xa z=: 1 m 
| h k k 
因 lus lo 互相 垂直 的 充 要 条 件 为 o 经 过 i WRA P iBA 


I Hiri + R3 HY 十 工 Uzv, = 0 
kı kı Rs 


或 
kıkzuvı 十 RRiwav 十 kikita = 0 
于 是 几何 中 的 基本 关系 都 可 通过 坐标 间 的 多 项 式 等 式 关 系 来 表 
达 . 因此 由 第 1 节 的 基本 原理 ,这 种 几何 的 定理 证 明 可 以 机 械 化 . 
如 所 和 欲 证 ， 
象 第 二 章 2.2 至 2.4 节 那 样 RITETE MARNE E SL h 
引信 中 点 对称 \ 反射 等 派生 概念 ;并 引 人 和 人 一 新 公理 : 
对 称 轴 公理 ”对 任 两 直线 asa: 有 一 对 称 轴 1, 使 a, a; 对 称 
FL | | 
我 们 称 满足 这 一 对 称 轴 公理 的 无 序 杭 圆 垂直 几何 为 无 序 〈 平 
面 ) 椭 回 型 度量 几何 ,在 其 中 可 引信 全 合 关系 作为 派生 关系 ， 引 入 
度量 概念 作为 派生 概念 . 同样 可 以 象 本 章 第 2 节 那 样 添 入 分 隔 关 
系 作 为 基本 关系 并 引 人 诸 分 隔 公 理 . 由 此 可 以 定义 各 种 有 序 的 椭 
圆 型 垂直 几何 度量 几何 以 及 通常 的 所 谓 Rieman 椭圆 型 非 欧 几 
何 . 正 象 上 面 的 机 械 化 定理 那样 ,可 以 证 明 下 面 的 定理 . 
机 械 化 定理 2 无 序 椭圆 度量 几何 以 及 各 种 有 序 的 椭圆 型 垂 
直 儿 何 \ 度 量 几何 与 非 欧 儿 何 ， 其 定理 证 明 都 可 以 机 械 化 . 
证 明 甚 易 故 从 略 . 作为 补充 ， 给 出 下 面 的 定理 ， 其 证 明 也 从 
Her. 
定理 2 在 对 极 坐标 系统 下 设 四 点 
sf = (xinix) B = (yit y:i y3) 
A = (xixi) BB’ = (y1:y2:y3) 
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则 点 偶 全 合 
(4B) = (4’B’) 
的 充 要 条 件 为 
(Kixiy: 十 kiza + Rxsys)? 
(kixi + kaxi + ksx) (kiyi + kıy3 + kyi) 
= (kayı + kiaxya + Rxsys) , 
(kixi + kx? + ksx, C kayi + kiy + k3y3’) 


6.5 ”两 种 圆 几何 学 定理 证 明 的 机 械 化 


迄今 为 止 , 本 书 所 考虑 的 各 种 (平面 ) 几何 都 以 点 与 直线 作为 
基本 对 象 , 这 自然 并 非 非 有 不 可 的 限制 . 在 历史 上 ,就 曾 出 现 过 种 
种 以 其 它 图 象 ， 特 别 是 以 圆 作为 基本 讨论 对 象 的 各 种 几何 学 . 对 
于 圆 几 何 学 研讨 较 多 的 有 两 种 ， 其 一 是 所 谓 Mabius 几何 或 反 演 
(invelsive) 几何 ,研究 复 平 面 上 贺 的 相 切 、 圆 的 交角 等 一 类 性 质 。 
另 一 个 是 所 谓 Laguerre 几何 ,或 称 equilong 几何 , 研究 平面 上 的 
有 向 直线 `\ 有 向 圆 等 同 向 相 切 一 类 人 性质， 参阅 Klein [2] 第 49 和 
67 节 ,以 及 Morley-Morley [1] 等 著作 。 这 些 几何 在 Van der Wa- 
erden 与 Smid [1] 这 一 专文 中 作 了 公理 化 的 处 理 , 其 后 又 经 Ewald 
[1], Uhl [1] 等 作 了 一 些 改进 . 我们 将 指出 这 些 几 何 同 样 也 可 以 
机 械 化 ,但 将 只 作 极 其 简略 的 介绍 ,详细 论证 著者 将 男 写 专文 . 


l. Möbius AJLA Z. 

这 种 几何 的 基本 对 象 有 两 种 : 点 与 圆 . 基本 关系 主要 是 关联 
关系 : 反 在 圆 上 ,两 网 相 切 或 两 圆 直 交 既 可 作为 基本 关系 也 可 作 
为 派生 关系 来 引入。 在 公理 系统 中 ,有 一 条 以 Miqul 命名 的 公理 
有 着 特别 重要 的 作用 . 它 所 扮演 的 角色 ,类似 于 Pappus 公理 之 于 
投影 几何 . 今 令 述 如 下 . 

Miquel 公理 设 八 个 点 

ABCD 
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AB’CD 

从 上 面 四 点 中 任 取 两 点 ,又 从 下 面 四 点 中 取 不 在 同 列 中 的 两 点 ,这 
样 四 点 所 成 的 组 共有 六 个 . 如果 六 个 组 中 有 五 个 组 中 的 四 点 都 同 
在 一 加 上 ,向 且 这 些 加 与 后 都 彼此 不 同 , 则 第 六 个 组 中 的 四 个 点 也 
必 同 在 一 个 圆 上 . 

这 一 Miquel 公理 也 有 各 种 较 弱 的 变形 . 

今 称 彼此 在 同一 点 相 切 的 圆 成 一 圆 束 , 则 Van der Waerden 用 
下 法 在 平面 中 引进 了 数 系 统 并 使 之 坐标 化 。 

在 圆 几 何平 面 中 任 取 一 固定 的 点 丈 。 今 作 一 投影 平面 了 如 
x. 

P HA R” RERTHHRA TWSE-R, REUW AA 
共 切 点 的 任意 一 个 圆 束 。 前 者 称 为 卫 的 “ 主 点 ”, 后 者 称 为 付 点 ”。 

P 中 的 直线 "或 是 原平 面 中 任 一 过 丈 的 圆 RA ER” ,或 是 
一 条 经 过 所 有 “ 付 点 ”的 “直线 ”, 称 为 “ 付 线 ”, 记 作 g. 

P 中 “点 ”与 “直线 ”的 关联 关系 的 定义 是 显然 的 . 

容易 证 明 ,P 中 的 "点 ”与 “直线 ”在 上 述 关联 关系 下 ,满足 通常 
无 序 投影 几何 的 公理 ,特别 是 Pappus 公理 可 应 用 Miquel 公理 得 
证 . 因 之 相应 的 投影 几何 可 引进 附属 数 域 K。 取 定 一 投影 坐标 系 ， 
其 中 坐标 三 角形 的 一 边 即 为 付 线 8 后， 可 证 原平 面 中 的 圆 都 是 新 
投影 平面 中 的 “二 次 曲线 " ,其 方程 的 二 次 部 份 (相应 于 坐标 三 角形 
的 另 两 边 ) 有 固定 形式 . 由 此 易 得 原来 圆 几 何 定理 证 明 可 以 机 械 
化 的 结论 . 

2. Laguerre A JLZ. 

这 种 几何 以 常用 平面 几何 中 有 疝 直 线 与 有 向 圆 等 图 象 所 构成 
的 几何 为 其 具体 模型 ， 公 理化 后 的 Laguerre 几何 以 矛 (Speere 一 
有 向 直线 ) 与 环 《〈Zykel 王 有 向 圆 ) 为 基本 对 象 .基本 关系 有 了 矛 与 环 
的 关联 , 环 的 相 切 , 与 矛 的 平行 等 .其 中 矛 的 平行 也 可 以 作为 派生 
关系 定义 为 不 与 同一 环 关 联 ， 环 的 相 切 也 可 以 作为 派生 关系 定义 
为 恰 与 同一 予 关联 . 矛 与 环 关联 有 了 时 也 称 为 矛 环 相 切 。 与 两 环 部 
相关 联 的 矛 的 个 数 只 能 是 0, 1, 或 2， 这 种 几何 中 没有 点 的 概念 ， 
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最 多 只 能 作为 派生 概念 来 引 人 ， 见 图 6.18。 


IOS 


CAKE HH) GAH) 
6.18 


在 公理 系 绕 中 ,有 一 条 与 Möbius 几何 中 的 Miquel 公理 相当 
的 公理 占有 特别 重要 的 位 置 , 仍 称 为 Miquel 公理 , 述 之 如 下 . 

Mique 公理 ” 设 矛 灰 与 三 环 a, ao 都 相 切 ( 即 相 关联 ). 又 
Aa, AF 4 为 其 公共 切 万 之 一 ,同样 环 a, oa 与 环 wy， oa 各 
SARIF Ar, Aa, XER dis 0%, @; 各 与 另外 三 了 矛 Pis P3, Ps HH, 
而 后 者 彼此 互 不 平行 。 设 以 上 诸 矛 彼此 都 不 相同 ,又 设 环 9, 79 
7; 各 与 予 APP, APP, APR 相 切 ， 则 Yi r» r 有 一 公共 
BHF B. 
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今 称 彼此 相 切 且 又 与 一 定 矛 $ 相 切 的 环 的 集体 为 一 以 5S 为 公 
共 切 矛 的 切 族 , 于 是 与 Möbius 几何 相 类 似 ,可 以 对 偶 的 方式 作 一 
投影 乎 面 如 下 . 

在 原来 贺 几 何平 面 中 任 取 一 固定 的 矛 轧 , 称 之 为 基 矛 .定义 
一 投影 平面 P, 其 中 的 “点 ”有 三 种 : E-ASWEHNT, MO 
“ER”; 任 一 以 琴 为 公共 切 矛 的 切 族 ， 称 为 " 付 点 ”; 一 个 单独 的 
“点 ”, 称 为 “基点 ”, 记 作 G.P 中 的 “直线 "也 有 三 种 : 任 一 与 环 相 切 
的 环 z, 称 为 “主线 ”"。 这 一 “主线 ”上 的 “点 ”包括 了 与 z 相 切 而 不 
与 W 平 行 的 矛 所 对 应 的 “ 主 点 ”以 及 由 到 与 # 确定 的 切 族 所 对 应 的 
“ 付 点 ”; 任 一 由 互相 平行 的 矛 所 组 成 的 矛 族 , 称 为 “ 付 线 ", 这 一 付 
线 上 的 “点 ”包括 了 矛 族 中 的 矛 所 对 应 的 “ 主 点 ”以 及 一 个 “基点 ” 
G; 一 个 单独 的 “直线 ”, 称 为 基线”, 这 一 “基线 ”上 的 “点 ”包括 了 
所 有 以 下 为 公共 切 巴 的 切 族 所 对 应 的 “ 付 点 ”, 也 包括 了 “基点”G.， 

Smid 在 Van der Waerdeu-Smid [1] 中 证 明了 这 些 “ 点 ”与 
“直线 ”所 定 的 几何 满足 无 序 投影 几何 的 许多 公理 ， 特 别 是 可 用 
Miquel 公理 来 证 明 Pappus 公理 . 于 是 在 这 一 几何 中 可 引进 坐标 
系统 ， 其 中 不 与 丈 相 切 的 环 将 表示 为 一 二 次 曲线 ， 由 此 容易 得 出 
Laguerre 几何 定理 证 明 可 以 机 械 化 的 相应 机 械 化 定理 。 


6.6 超越 水 数 公 式 证 明 的 机 械 化 


1. 三 角 函 数 恒 等 式 的 机 械 化 证 明 ， 

在 中 国 古 代 的 常用 几何 中 ,长 度 \ 面 积 与 体积 的 量度 占有 重要 
地 位 ,但 很 少 提 到 角 及 其 量度 .在 近代 的 Rieman 几何 中 ， 也 以 
d’ 或 弧 的 长 度 作为 基本 概念 , 其 它 如 和 角 的 量度 等 都 由 此 而 派生 . 
与 这 两 者 相反 ,在 通常 欧 几 里 得 形式 的 常用 几何 中 , 角 与 线段 是 几 
乎 处 于 同等 地 位 的 两 个 重要 度量 概念 ,特别 在 三 角形 中 ,对 于 边 角 
关系 的 考虑 具有 根本 性 的 意义 . 这 些 关 系 都 通过 一 些 三 角 函 数 
sin, cos, tan 等 来 表达 ,而 这 些 三 角 函 数 都 是 角 的 所 谓 超 越 毅 数 ， 
对 它们 的 研讨 往往 是 不 容易 的 . 然而 ,如 条 我 们 采用 Descartes 坐 
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标 系 , 命 角 4 的 始 边 与 横 轴 的 正 向 射线 重合 ,并 在 终 边 上 任 取 一 瓜 
P = (x, 7y),， 则 这 些 三 角 函 数 都 成 为 *, y 以 及 OP 一 + WAAR 
ZU; Bl | 
sinA=y/r cos A = x/r tan A = y/x 
这 里 
"=r+y’ r>0 

因而 原则 上 这 些 超越 函数 都 可 通过 有 理 函 数 甚至 多 项 式 之 间 的 关 
系 来 处 理 . 这 使 得 几何 中 角 的 概念 以 及 角 与 线段 间 的 超越 关系 可 
以 通过 其 它 形式 来 表达 ， 黄 至 可 以 避免 使 用 ， 如 果真 正 要 考虑 这 
些 关 系 而 导致 所 谓 三 角 函 数 癌 的 恒等式 时 ， 也 可 以 依据 本 章 第 1 
节 运 用 第 三 至 五 章 中 的 方法 ,给 出 机 械 化 的 证 明 . 下 面 进行 说 明 . 

首先 ,对 于 同一 个 角 的 六 个 三 角 函 数 之 间 , 有 着 下 面 的 一 些 多 
项 式 关系 : 

(1) sin?4 + cos24 一 1 

(2) tan Acos A = sin A 

(3) cotA sin A = cos A 

(4) sec Acos A=!]1 

(5) csc AsinA=1 

(6) se? A = 1 + tan’A 

(7) cse A = 1 + cot A 

其 次 ,对 于 负 和 角 有 下 面 的 多 项 式 关系 : 

sin (— 4) = — sind cos(— 4) = cos Á 
(8) tan (—4) = 一 tan 4 cot (— 4A) = —ca A 
sec (— A) = sec A csc (— 4) = 一 csc A 

对 于 角 和 差 的 函数 则 有 多 项 式 关 系 如 下 : 

(9) sin(AtB) = sin Acos B + cos A sin B 

(10) cos(4 +B) = cos Acos B F sin A sin B 

(11) tan(A+&B)(1FtanAtanB) = tan A+tanB 

最 后 ,对 于 其 些 特殊 的 角 如 0, zx/2,z 等 有 下 面 的 一 些 关 系 (2 
为 任意 整数 ): 


. 264e 


(12) A = nr €> sinA=)0 
(13) A = lnx< > cos A = +1 sin 4 = 0 
(14) A = (2n + l))r €> cosd = —1 sin 4 = 0 


(15) 4 = = 十 nx<>cosA=0 
(16) A= Z d ne> sin 4 = 1 cos 4 = 0 


(17) 4 = -5 + 2nr é> sin A = —1  cosA =0 


这 种 特殊 角 的 关系 可 按 情 况 而 增加 ， 

也 可 以 著 虑 半角 公式 : 

(18) sin? 4/2 = (1 — c0sA)/2 

(19) cos? 4/2 = (1 + cos A)/2 

(20) tan 4/2 = sin4/(1 + cos A)= (1 — cos 4)/ sin A 

自然 :上面 的 这 些 关 系 并 不 是 独立 的 , 且 都 通过 sin, ，cos ,tan 
等 的 原始 定义 得 出 ， 

者 一 个 需要 证 明 的 三 角 恒 等 式 牵 涉 到 角 4,B, 则 可 将 这 些 
角 的 三 角 函 数 用 r, u 等 表示 ,于 是 依据 前 面 的 (1) 一 (17) 等 式 原 
来 的 恒等式 变 为 x,x 间 的 多 项 式 关系 ,这 一 多 项 式 关 系 是 否 成 立 ， 
即 可 依据 第 1 节 中 所 说 的 机 械 化 方法 来 证 明 。 下 面 是 一 个 具体 的 
IM. 

[ 例 1] 试 证 对 一 个 三 角形 AA1A4;4， 的 三 个 角 An A As 
有 恒等式 

sin2A, + sin2A, + sin2A, = 4sin £, sin A,sin A; 
解 ” 作 为 三 角形 的 三 个 角 ,有 
A, ri, +4 Sr 

今 依 和 角 公 式 (9):(10) 以 及 (14), 从 这 一 假设 得 

cos A,cos A,cos A, 一 cos A, sin 4 sin A; 

一 sin J,cos A;sin A; 一 sin A,sin A,cos4d; 十 1 一 0 

以 及 
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sin Á, cos A,cos A; + cos A,sin Acos As 
+ cos A,cos A,cos A; — sin isin A,sin A; = 0 
同样 要 求证 的 恒等式 也 可 化 为 
sin A,cos 4, + sin Acos A, + sin Az; cos 4, 


— 2sin A,sin A,sin A; = 0 


SE 
sin A, = ıı sin A, = t 
cos A, = x cos A; = r3 
sin A; = 1; cos A; = + 


于 是 原来 的 问题 导致 下 面 的 问题 ， 
假设 方程 组 可 取 为 
Fi 三 x+uw—1l=0 
F, 寺 x? 二 wi 一 1 二 0 
F; = (zn — wit)xs + (un + ax), = 0 
F, = un + umr), + (xix — wa), 十 1 一 0 
终结 方程 组 为 | 
g = nn 一 Lutt 十 tx F hix, = Q 
问题 变 为 : 求证 8 一 0 可 从 F, 一 0,.…，F, 一 0 推出 ， 
由 于 Fs, Fe 中 xs, x 的 系数 行列 式 等 于 1， KEN 2 
得 
Fi = z, — (un + ur) = 0 
Fi = x, + (nn um) = 0 
间 题 又 变 为 : 试 证 g 二 0 可 从 Fi = 0, F= 0, F= 0, F=0 
推出 ， 
于 是 依 一 般 的 方法 将 8 对 Fis Fis Fis Fi 的 tys 25 2% Xi WX 
次 约 化 得 
g = (un + Wari) (ar — u) | 
一 2u: (ut + 1%) + um + ur, mod (Fi, F3) 
= — un 一 nd — uu ux + ux) 


+ tia 十 LEESI mod (F's, F;) 
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= —yx(1 — u$) — un(l — ui) 
一 uth tt, Fan) tan tu mod (Fi, F3, F;, Fi) 
= 0 mod (Fi, F3, F2, Fı) 
故 g 二 0 可 从 F, = 0,F;=0, F, = 0, F=0 推出 或 对 A4443 
的 三 个 角 原 来 的 恒等式 成 立 ， 

上 面 的 方法 可 机 械 地 进行 。 且 可 适用 于 各 种 三 角 恒等式 。 例 
如 用 辣 样 的 机 械 方法 可 证 : 

EZT As Ar 4 满足 

A, + A; + A, = (2n + 1)r 
则 恒等式 
cos2A, + cos2A; + cos2A; + 4 cos A,cos Acos A; = 0 
RER. 

2. JERK JLA E E E N HERE EARS HUREN. 

通 贡 文献 中 对 于 两 种 非 欧 几 何 的 处 理 ， 往 往 需 要 用 到 三 角 函 
数 、. 指 数 函 数 与 双 曲 函数 等 超越 函数 ,因而 在 有 关 的 定理 与 公式 的 
证 明 中 ， 经 常 要 用 到 级 数 展开 和 极限 逼近 等 手段 。 试 以 Bolyai- 
Lobachevsky 的 平面 双 曲 型 非 欧 几何 为 例 . 为 简单 起 见 ， 设 这 一 几 
何 所 属 常数 一 1, 参阅 Greenberg [1]. 如 图 6.20， 在 平面 中 取 
两 互相 垂直 于 的 两 有 向 直线 作为 坐标 轴 。 从 一 点 卫 作 这 两 轴 的 
EHXPUSPV. 四 边 形 0UPV 在 0, U,V 处 都 是 直角 ,通称 
为 Lambert 四 边 形 ，。 记 有 向 距 
离 为 


于 是 在 x,v,w,z 之 间 有 以 下 
超越 天 系 : 


tanh w = tanh v coshu 


tanhg = tanh cosh v 


p 图 6.20 
SH E 


X= tanhw y = tanhov 
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T = cosh u cosh w X = xT Y=y,T 
则 可 有 多 种 不 同方 式 引进 己 点 的 坐标 ,例如 ， 
(u, v) = P 的 轴 坐 标 
(u, w) = P 的 Lobachevsky 坐标 
(x,y) =P 的 Beltrami 坐标 
(T,X, Y) =P 的 Weierstrass 坐标 
H FERE THEHR, SRA JLA RRE 
质 等 也 就 不 能 不 用 超越 函数 来 表达 ， 定 理 与 公式 也 是 如 此 试 举 
数 例 如 下 : 
(1) 两 点 距离 . 
在 办 坐标 下 ,两 点 Pla, vi)， Pa, v2) 间 的 距离 P,P, 由 下 
式 给 出 : 
= 1 — tanh u tanh 4, — tanh z, tanh v, 
cosh P,P: V1 一 tanh’; 一 tanh’v, : V1 一 tanh’n; — tanh’v, 
而 在 Beltrami 坐标 下 , MIR Play) Pla ya) 间 的 距离 将 
简化 为 


DP 1 一 xix — YY: 
osh P,P, = — nt 2 2 
i V1 一 好 一 内-.V1 一 她 一 妇 
但 其 中 仍 出 现 超 越 函 数 与 无 理 函 数 ， 


(2) 双 曲 型 勾 股 定理 . 

设 直角 三 角形 A4BC 的 C 是 直角 ， 三 边 长 度 是 4,5b,c, 其 
中 < 是 直角 C 的 对 边 , 则 有 相当 于 常用 几何 中 勾 股 定理 的 关系 却 

cosh c = cosh a cosh 2 

3) 双 昌 型 余弦 定律 . 

对 任意 三 角形 A4BC， 三 个 角 为 4, B,C, MAKER 
为 a，,b，c 时 ,有 余弦 公式 

cosh c = cosh a cosh 5 — sinh a sinh $ cosc 

在 C 为 直角 时 ,这 一 公式 简化 为 勾 股 定理 . 

其 它 如 两 直线 的 交角 \ 点 到 直线 的 距离 . 圆 、 极 大 圆 、 等 距 线 其 
至 直线 的 方程 以 及 平行 ,垂直 ,关联 等 条 件 ,都 离 不 开 超 越 函 数 E 
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机 是 双 曲 裔 数 , 以 下 不 再 列举 . 

这 些 超 越 函 数 的 出 现 使 传统 上 非 欧 几何 的 定理 证 明 往 往 须 通 
过 繁复 的 三 角 公 式 的 演算 才能 完成 ， 一 个 办 法 是 象 1 中 关于 三 角 
函数 公式 的 证 明 那 样 , 先 列举 有 关 双 曲 函 数 间 关系 的 各 种 公式 ， 例 
如 

cosh? r — sinb’ x = 1 
sinh(r+y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y 
FE TEARREFASTNERERTEFTFTIRHET n 1 所 
示 , 但 由 于 这 些 双 曲 函数 的 出 现 都 须 用 分 析 方 法 定义 ， 因 而 至 少 
在 理论 上 使 几何 局 限于 以 实数 域 或 复数 域 为 基本 数 域 的 情形 . 这 
样 就 排除 了 考虑 更 一 般 数 域 上 的 几何 包括 非 欧 几 何在 内 的 可 能 
性 ,而 一 般 数 域 上 的 几何 在 现代 数学 中 是 占有 重要 位 置 的 . 

但 是 Hilbert [3] 关于 双 曲 型 非 欧 几 何 一 文通 过 远 端 运算 所 
引进 的 方法 ,完全 避免 了 使 用 连续 概念 建立 这 种 几何 的 公理 系统 ， 
使 得 超越 函数 成 为 不 必要 。 正 如 Hilbert 在 该 文 之 末 所 说 的 那样 : 
“FIRE, Bolyai-Lobachevsky 几何 的 许多 已 知 公式 ,可 以 没有 困难 地 
推出 ,因此 这 种 几何 的 建立 ,可 以 仅仅 通过 公理 I 一 IV 即 能 完成 .” 

Hilbert 这 一 关于 非 欧 几何 三 角 公 式 可 以 容易 地 推出 而 不 借 
助 于 连续 公理 这 一 断 语 ， 在 其 后 的 阁 干 年 中 得 到 了 证 实 .。 参阅 
Liebmann，Gerretsen ，Szdsz，Szmielzey 等 人 的 著作 。 在 本 章 第 3 
节 中 ,已 经 有 所 前 明 , 现 再 将 有 关 部 份 重 述 如 下 . 

设 双 则 型 平面 非 欧 几何 满足 公理 系统 HI 一 HIV( 其 中 HIV 为 
HIVBL) 如 第 6.3 节 所 示 , 应 用 远 端 运算 ， 有 有 几何 附属 数 域 KK ,其 特 
征 为 0. 引进 互相 垂直 的 坐标 轴 bco 与 11 以 确定 Hilbert 坐标 ,于 
是 一 点 P 了 的 坐标 由 民 中 的 三 个 数 i 8 5) 表示 ,这 里 

si— i—i = l & > 0 
任 一 有 向 直线 也 用 玉 中 的 三 个 数 Gs un, u) 表示 ,而 
u? + u? — u= 1 
MAA AARNEN a 5p, 而 方向 为 从 8 走向 a, 则 在 a， 
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m = RI a+t8 „rl 


æa — f a — f aß 
Œ = œ hf, 

u, = —a u, = 一 上 u; = 一 必 
而 在 a= œ 时 ， 


u =f u= 1 u, = f 
反之 若 (ti, Ur 43) 已 定 , 则 两 个 远 端 æ, P 各 为 
z 十 | 


u, — I 


už umh, a= £ = 
U; — Hi U; — Wi 
u = um, M um = 1 了 时, a = œ p= 
u, = u, MM w= — i N, 8 = co a = — Hi 


XA (Ei 52， 5) 在 直线 Cu i, u) 上 的 条 件 为 
Uči 十 171-7 一 2353 = 0 
在 6.3 Wp, BIETER A, rn 5 Tr, 以 下 将 改 记 
XA, ra), oG) 5 rC). 这 些 函 数 定义 在 几何 附属 数 域 人 上 ， 
mREIum. KE 


re) = > aE) + 10—1)) 


ol) 一 > Ad) 一 1-1) 


rc) = (A) — aC) Cal) FA —t)) 
这 些 函数 的 引入 依赖 于 远 端 运 算 ,而 不 依赖 于 任何 连续 概念 ,是 纯 
代数 的 , 但 满足 与 实 超越 函数 exp ı,cosht, sinhz, tanht 类 似 的 
那些 关系 式 ， 不 再 列举 ， 在 同 节 中 还 引进 了 由 趋向 于 远 端 4 与 6 


的 两 条 过 原点 的 有 向 直线 夹 角 9 的 函数 
_ Sa: 
T(9) ap +1 


具有 通常 实 超越 函数 tan — 9 的 那些 类 似 性 质 .由 此 可 纯 代数 地 
引进 另 两 个 (与 通常 实 超越 函数 sinp, cosp 相当 ) 函 数 
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2T(@) _1-[TpP 
ATZE CPT Go 
各 与 通常 的 项 数 sinp, cosp HM. 
各 种 有 几何 意义 的 几何 性 质 与 几何 关系 ,如 两 线 的 平行 垂直 ， 
两 点 间距 离 ,点 至 直线 距离 , 两 直线 交角 等 等 , 都 可 通过 这 些 函 数 
来 具体 表达 ,在 6.3 节 已 有 论述 . 由 此 知 6.1 节 中 所 指出 的 机 械 化 
方法 , 即 可 用 之 于 这 种 非 欧 几何 定理 与 公式 的 证 明 ， 正 象 Hilbert 
所 指出 的 那样 ,不 需要 任何 连续 性 的 假设 .作为 实例 , 试 证 上 述 双 
曲 型 色 股 定理 与 余弦 公式 如 下 。 
[ 例 2] AREE. 


PB 


Blin, m, h) 


图 6.21 
为 计算 简单 起 见 , 将 设 AABC 的 直角 顶 C 在 Hilbert 坐标 系 
的 原点 DO 处 ,于 是 在 Hilbert 坐标 下 
C = (0,0,1) 
又 设 A, B 都 不 在 轴 600 上 ,而 
A = (Ës 82 $3) 
B = (m Ms 93) 


则 有 
-H--l 8; >0 
Mn n= l n >00 
依 距 离 公式 有 ( 见 63%) 


Y(a) = 173 
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r(b) = 5, 
Y(c) = En — Em 一 Em , 
今 命 直线 04 的 远 端 之 一 为 a, 则 另 一 远 端 为 一 1/&, 而 0a 的 坐 
标 (us u25 u3) 为 
2a a — l 


— u, = 
aœ +1 ”el 


Hi = — u, = 0 


同样 , 若 直线 OB 的 远 端 之 一 为 8， MAER 而 08 的 


坐标 (vi, vi, v3) 为 | 
__28 „aël 
+1 ”P+l 
A, B 各 在 直线 04 与 0B 上 的 条 件 为 
— 205, + (æ — 1)8,= 
—2fy + (P — 1)mn=) 
又 和 角 C 是 直角 的 条 件 


Uv 十 uti — uav, = 0 


V = 


RẸ 
4af + læ — 1X —1)=0 

所 需求 证 的 公式 则 为 

Y(c)=r(a)r(b) 

今 5| 人 变量 

Xis Xis Kas Xios Xu 

使 依次 等 于 
B13 S233 Š3s 919 129 735 yCa), r(b), YCc) æ, B 
其 中 a, 8 由 于 假定 4, 8B 不 在 bco 轴 上 而 有 
a, 8 天 0，co 

因而 

xio #0 žu #0 
XA 

x3 > 0 (BẸ sa > 0) 
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x, > 0 (EB m > 0) 
此 外 的 假设 为 
F = r rt? —- 2 -1=0 
R=en- tr —- 1-0 
F,=en,--x,=0 
F, = r — xr = 0 
F; = zy — xx; +t xr, + 2x; = 0 
F, = nıh — 2x toy 一 rn = 
F = rari — 2 u — 5 = 0 
F; = (xh — 1)(x1 — 1) + 4roxru = 0 
所 需求 证 的 终结 多 项 式 关系 则 为 
G = rg — 27 = 0 
今 依 第 四 章 方法 进行 。 先 将 F,,"…, F, EF, 由 Fe 一 0， 
FR=0, FR, 一 0 得 
Krull 十 rr) = 0 
在 非 退 化 条 件 
Xo #0 xu Æ 0 
《依据 假设 已 经 成 立 ) 下 ,有 
F; = rr, t rr, = 0 
将 Fy 添 人 多 项 式 组 {F,"**，Fs}， 得 
A = {1F.,..., Fas Fo} 
4 的 一 个 准 基 列 为 
®:F,» Fs, F2, F3, Fy, F5, Fe, Fy 
将 C 对 8 约 化 显得 G 的 余 式 为 0, 或 
G=F,— FF, — x3F3 — xF, — Fo 
WA G 二 0 可 从 F, 一 0,.…, Fs 一 0 推出 ,而 勾 股 定理 得 证 ， 
[ 例 3 余弦 公式 ， 
仍 设 A4BC 的 顶点 C 在 0 处， 但 不 再 设 C 为 直角 . REN 


设 A, B 都 不 在 轴 bgco 上 ， 记 00,08 的 交角 为 p WA 
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T(o) 一 了 一 上 
(p) EFT 


At)’ - l-er 
CY) (1 + af} + l BY 
今 同 例 3U x; “5 Xios Au Essay B. 此 外 又 引 和 信 变 
Ë ras tis xu 使 
Xr 一 C(®) xa = ola) ru = o(b) 
于 是 假设 中 除 Fi = 0,4, Fa = 0 仍 与 前 相同 外 ，F。 一 0 将 变 


F; = [(1 + xoXu) + Cro — u) l] zra 
— [(1 + zur)? — (tuo 一 xu) 一 0 
此 外 又 有 
| F, =r 2+1=0 
Fio = x4 — 4 +l =0 
ZARRA 了 一 [Fi Fn Fs, Fo Fo} 相当 于 假设 集合 (不 
包括 不 等 式 部 份 ). 


需要 求证 的 余弦 公式 
Yc) = r(a)r(b) — o(a)o(b)C(E) 
可 改写 为 求证 
”= (xo 一 xx) 一 Xut 一 0 
由 于 符号 上 的 不 确定 将 退 而 证 明 


G” = [Cr — x7X8) 十 Karat IL Cro 一 8728) 一 Lutu ] 
== (xg 一 270)? 一 ara = 0 

今 依 第 四 章 的 一 般 方 法 ， 先 将 王 整 序 而 扩充 为 另 一 多 项 式 组 

4, 再 将 G” 对 4 的 准 基 列 约 化 即 可 知 在 非 退 化 条 件 
x, 0 x; #0 Xio #0 xi 70 

下 , G” 对 4 的 余 式 为 0, 因而 G 一 0 可 从 已 一 0 Fy 一 0， 
Fs 一 0，F,s 一 0，Fw 一 0 推出 。 由 于 从 原来 的 假设 这 些 非 退化 
条 件 自然 成 立 ， 故 不 计 符 号 的 余弦 公式 G” 一 0 得 证 . 对 于 原来 
的 余弦 公式 C 一 0， 则 可 计 及 假设 >00, p> 0 并 应 用 第 五 
章 的 方法 求证 ， 


» 274» 


3. 其 它 超越 函数 公式 的 机 械 化 证 明 . 

在 1 和 2 中 说 明 的 方法 ， 不仅 可 用 于 常用 几何 或 双 曲 犁 非 欢 
几何 中 定理 与 公式 的 证 明 ， 同 样 也 可 用 于 球面 几何 或 椭圆 型 非 欧 
几何 中 涉及 三 角 函 数 与 双 曲 函数 的 那些 定理 与 公式 的 证 明 ， 不 仅 
如 此 :对 于 其 它 类 型 的 超越 函数 ,在 并 不 需要 知道 这 些 函 数 与 连续 
性 有 关 的 确切 定义 与 真正 涵义 ， 而 只 要 求 求 得 它们 之 间 形 式 上 的 
恒等式 关系 时 ， 也 可 用 类 似 于 上 面 1 和 2 的 方法 获得 机 械 化 的 证 
明 . 这 一 方法 并 可 应 用 于 出 现 这 种 超越 函数 的 有 关 几 何 的 定理 证 
明 , 例 如 椭 贺 函数 的 关于 三 次 曲线 理论 , 9 函数 的 关于 某 些 代数 曲 
线 与 代数 曲面 的 理论 等 .这 使 得 许多 几何 研究 中 很 大 一 部 份 超越 
滔 数 的 使 用 成 为 不 必要 ,或 可 以 约 化 为 纯 代 数 的 方法 来 处 理 , 我 
们 希望 在 今后 能 有 机 会 作 较 系统 的 整理 工作 . 
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